DENIS ENACHESCU

TEHNICI STATISTICE
PE DATA MINING

e

Editura Universitatii din Bucuresti

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro






DENIS ENACHESCU

TEHNICI STATISTICE DE DATA MINING

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



DENIS ENACHESCU

TEHNICI STATISTICE DE DATA MINING

Note de curs

<Lz

EDITURA UNIVERSITATII DIN BUCURESTI
2003

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Referenti stiintifici: prof. dr. Ton VADUVA
prof. dr. Monica DUMITRESCU

76969 \>

Tiparul s-a executat sub c-da nr. 1114/2003 la
Tipografia Editurit Universititin din Bucuresti

© Editura Universititii din Bucuresti
Sos. Panduri, 90-92, Bucuresti — 050663; Telefon/Fax: 410.23.84
E-mail: editura@unibuc.ro
Internet: www.editura.unibuc.ro

B.C.U. Buourestl

il

i

€2003623@

Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale a Romaniei

ENACHESCU, DENIS

Tehnici statistice de Data Mining / Denis Enachescu -
Bucuresti: Editura Universitatii din Bucuresti, 2003
Bibliografie
ISBN 973-575-814-8

519.22

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



INTRODUCERE

Suntem coplesiti de date - date stiintifice, date medicale, date demografice, date
{inanciare, date de marketing. Oamenti nu mai au timp si se uite la aceste date. Atentia
umand a devenit o resursd importants, astfel incat trebuiesc gisite cdi de a analiza
datele automat, de a le clasifica automat, de a le sintetiza automat, de a descoperi
automat tendinte in date §i de a caracteriza automat aceste tendinte. Acest "minerit in
date” in vederea gasirii automate de cunostinte si informatii interesante/noi, este astézi
unul dintre cele mai active i interesante domenit de cercetare. Cercetdtorii din
domeniile bazelor de date, statisticii matematice, intelingentei artificiale $1 vizualizarii
computerizate sunt implicati §i contribuie la dezvoltarea acestui domeniu.

Lucrarea de fata prezinti tehnicile clasice "imprumutate” din statistica matematica
de noul domeniu - am numit aici Data Mining; este vorba, mai precis. de tehnici de
statistica exploratorie multidimensionale.

Statistica descriptivd permite reprezentarea vie §i asimilabild a informatilor
statistice prin simplificare si schematizare. Statistica descriptivdi multidimensionala
este generalizarea naturala a cazului in care informatiile privesc mai multe variabile
si/sau dimensiuni.

Trecerea la multidimensional implica insi o schimbare calitativa importanta. Intr-
adevar, se spune despre microscop sau despre aparatul radiografic ca nu sunt numai
intrumente de descriere ci §i instrumente de observatie, de explorare si de cercetare.
Prin metodele de statisticd exploratone multidimensionald realitatea nu este doar
simplificald pentru ci este complex4, ci §i explorati pentru ci este ascunsia. Munca de
pregatire §i de codificare a datelor, regulile de interpretare si validare furnizate de
tehnicile furnizate in cazul multidimensional, nu au simplitatea intdlnita in statistica
descriptivd elementara. Nu este vorba doar de a prezenta ci §i de a analiza, a descopen,
uneon de a verifica §i dovedi, eventual de a testa anumite ipoteze.

Aceastd lucrare contine prelegerile tinute studentilor de la specializanle
INFORMATICA, si MATEMATICA APLICATA ale Facultitii de Matematica si
Informaticd a Universitéd{ii din Bucuresti incepand cu anul universitar 1995/1996, in
cadrul unor cursuri optionale organizate anual sau semestrial in functie de solicitan.

Numarul metodelor ce permit descrierea si explorarea tabelelor rectangulare de
date statistice (labele de masuratori-observatii, tabele de contingenta, tabele de
prezentd-absenta, sau tabele de incidenta) este destul de mare. Metodele refinute pentru
a fi prezentate au fost alese in functie de posibilititile pe care le au de a manipula
tabele voluminoase, in functie de transpareta functiondrii lor, in functie de calitatea
inseriiei in evantaiul metodelor ce sunt in mod real aplicabile si aplicate.

Doua man familii de metode raspund la aceste exigente:
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- [capitolul 1]: metodele factoriale bazate pe cautarea axelor principale (analiza
in componente principale §i analiza corespondentelor simple §i multiple sunt
metodele factonale cele mai utilizate) care, produc in principal, vizualizari
grafice plane sau spatiale ale obiectelor cercetate;

- [capitolul 2]: metodele de clasificare care produc agregari in clase de obiecte
sau in familii de clase ierarhizate, obtinute in urma unor calcule algontmice.
Obiectele cercetate sunt grupate, pomind de la vectorii care le descriu, in
maiera cea mai putin arbitrard.

vimalizarca in ccl ma bun spatiu redus agregarea in tot spatul
(metodele factonale, capitohl 1) (metodele de clasificare, capitohil 2)

Figura 1 Ccle doua mari familii de metode ale statisticii exploratorii multidimensionale

Punctele de vedere furnizate de cele doua tipun de metode sunt in esenta
complementare. Vom insista asupra acestei complementaritdti care se manifesta de
altfel la mai multe niveluni. fie ca este vorba de posibilitatea de a intelege structun
diverse, fie ca este vorba de a ajuta lectura rezultatelor obtinute.

- |capitolul 3]: merodele explicative uzuale vor lamun pe utilizator asupra
vocatiel specifice fiecarei metode (este vorba de analiza discnminanta si de
metodele de segmentare) cat §i asupra legaunlor cu metodele statisticii
exploratorii (descrise in primele doud capitole). Acest evantai de tehnici
acoperd o parte importanta a aplicatiilor potentiale ale statisticii.

Nu existd totusi o metodologie generala de arliculare in practica a metodelor
exploratorii de baza (metodele prezentate in capitolele 1 si 2) $1 metodele explicative
uzuale (prezentate in capitolul 3). Fiecare aplicatie implica, in functie de domeniu i
problem3, o munca originala de codificare §i selectie a metodelor particulare aplicate.
in plus, trebuie sa fim constienti de faptul ca metodele prezentate sunt eficiente in
special in cazul datelor nestructurate sau amorfe (in care informatia a prion asupra
acestora este siraca).
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Trebuie mentionat faptul cid existd o literaturd bogatd privind tematica acestei
lucran. Bibliografia atasatd constd numai dintr-o selectie a lucrérilor pe care autorul le-
a consultat si care pot {1 gasite cu ugurinti in bibioteci.

Metodele prezentate au un pronuntat carcater matematic-aplicativ. Studenti,
practicieni §i cercetiton din toate disciplinele ce trebuiesc si analizeze i sa prelucreze
volume marn de date multidimensionale, vor gasi in aceasta lucrare metodele de bazi
necesare.

Intenfia autorului este de a continua dezvoltarea matenalului prezentat aici intr-o
editie urmatoare; in consecinté observatiile si sugestiile sunt bine venite.

Autorul
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1. METODE DE ANALIZA FACTORIALA

Metodele factoriale isi propun sa furnizeze reprezentari sintetice ale unor mullimi mari
de valoni numerice, in general sub forma unor vizualizari grafice. Pentru aceasta, se
urmireste reducerea dimensiunilor tabelului de date pnn reprezentarea asociatiilor intre
indivizi §1 variabile in spatii de dimensiuni mici. Distantele intre linille sau intre
coloanele unui tabel dreptunghiular de valori numerice pot fi intotdeauna calculate dar
nu este posibilad vizualizarea imediatd a acestora (reprezentdrile geometrice asociate
mmplicand, in general, spatii de dimensiuni supenoare lui trei); este necesar sa procedam
la transforman §i aproximari pentru a obtine o reprezentare plana.

Metodele factoriale vor ciuta, in consecinta, subspatii de dimensiuni mici (unu, doi
sau trei) care aproximeazi cel mai bine norul de puncte-indivizi sau cel de puncte-
vanabile astfel incdt vecinititile masurate in aceste spatii sa reflecte cat mai exact
proximitdtile reale. Se obtine astfel un spatiu de reprezentare. spatiul factoral
Geometna norilor de puncte si calculul proximitatilor sau a distantelor care decurg de
aici diferd in functie de natura liniilor i coloanelor tabelului analizat.

Coloanele tabelelor dreptunghiulare de date pot fi vanabile continue sau vanabile
nominale sau categorii in cazul tabelelor de contingentd. Liniile pot fi indivizi sau
categorii. Natura informatiilor, codificarea, specificitalea domeniului de aplicatie vor
introduce vanante in cadrul metodei faclonale.

in cele ce urmeaza vor fi prezentate trei tehnici fundamentale:

e analiza in componente principale (sectiunea 1.2) se apalica tabelelor de tip
"vanabile-indivizi" unde coloanele sunt variabile numerice continue §1 liniile
sunt indivizi, observati, obiecte, etc. Proximnatile intre variabile se
interpreteaza in termeni de corelati; proximitatile intre indivizi se interpreteaza
in termeni de similitudini globale ale valorilor observate.

e analiza corespondentelor simple (sectiunea 1.3) se aplica tabelelor de
contingentd, adicd tabelelor ce contin numirul indivizilor care poseda
concomitent douid modalititi a doua vanante nomunale. Acesie tabele au
particulantatea ca atat liniile cit $1 coloanele lor joaca un rol identic in analiza
corespondentelor simple. Analiza (umnizeaza reprezentari ale asociatiilor intre
liniile si coloanele tabelelor bazate pe o distanta intre profile (care sunt vecton
de frecvente conditionate) cunoscuta sub numele de distanta y 2

e analiza corespondentelor multiple (sectiunea 1.4) este o extindere a domeniului
aplicatiilor analizei corespondentelor simple avand totusi procedun de calcul si
reguli de interpretare specifice. Ea face obiectul unei mentiuni particulare
datoritd numdrului mare de aplicatn la care se preteazi. Analiza
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Capitolul 1

corespondentelor multiple este in mod deosebit adaptata la descrierea tabelelor
mari de vanabile nominale cum sunt figierele de anchete socio-economice sau
cele medicale. Liniile acestor tabele sunt, in general, indivizi sau observatii (pot
exista cdteva mii); coloanele sunt modalitd{i ale variabilelor nominale cel mai
adesea modalitatile raspunsunlor la intreban.

Oricare ar fi tipul tabelului de date, toate tehnicile factoriale au un nucleu comun
prezentat in sectiunea 1.1 sub forma unor preliminarii matematice.

1.1 PRELIMINARII MATEMATICE

1.1.1 CONCEPTE METRICE iNTR-UN SPATIU EUCLIDIAN
Fie X multime oarecare, X # Q.

Definitia 1.1-1 O metricd pe multimea X este o aplicatie d: X xX —» R, care
satisface urmatoarele axiome :

a)d(x,y)=d(y,x), (V)x,yeX :
b) d(x.y)=0: (V)x,yeXx :
)d(x,y)=0=x=y

d) d(x.v)<d(x,z)+d(z,y). (V)x,y.ze X (inegalitatea triunghiului).

Definitia 1.1-2 Dacid d: X x X — R aplicatie care satisface axiomele (a)-(c) §i in
plus este satisfdcuta axioma

d’) d(x,y)< ma_\'(d(x,z),d(z,y)) (V)xyzex
atunci d se numeste ulirametricd pe X .
Observatie. d ultrametrica implicd ¢ metrica.
Definitia 1.1-3 Un spatiu (ultra)metric este o pereche (X.d), unde X este o
multime nevida 1 d este o ultra(metrica) pe X .

Definitia 1.1-4 O pseudomeltricd pe X este o aplicatie d: X xX - R care
satisface :

a)d(xy)=d(y.x), (V)x.yeX :
b) d(x.y)=0 (M)xyex .
c) d(x,x)=0 (V)xeX.

O multime nevida inzestrata cu o psudometrica se numeste spafiu pseudometric.
Observatie. Intr-o altd terminologie, legata de problema de clasificare, o
pseudoemtrici se numeste §i1 coeficient de disimilaritate.

12
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Metode factoniale

Definitia 1.1-5 O pseudometrica care satisface in plus axioma
(d) d(x,y)=0=>x=y
se numesle semimelricd.
Observatie. Pentru oricare din spatiile considerate mai sus d(x,y) se va numi
distanta dintre x si y in spatiul (X.d).
Fie K un corp comutativ, X # < inzestrata cu o operatie internd (adunare)

XxXs3(xy)o>x+yeX,
$1 cu operatia de inmulfire cu scalari,

KxX>3(a,x)>axe X .

Definitia 1.1-6 X' se numeste spatiu vectorial (spatiu liniar) peste K daca:
(1) (x+y) z=x+(y+2), (V)x,y.ze X ;
(2) 30e X al (V)xeX,x+0=x ;
B3 (V)xeX I(-x)eX ai x+(-x)=0:
@ x+y=y+x, (V)x,yeX ;
B)Ix=x,(V)xeX ;
(6) a(bx)=(ab)x, (V)a,beK siVxeX ;
() (a+b)x=ax+bx, (V)a,beK siVxeX :
(8) a(x+y)=ax+ay, (V)aeK si x,yeX.
Fie X un spatiu vectorial peste R sau C.

Definitia 1.1-7 Se numeste produs scalar pe X o functie de doud vanabile
() X x X — K pentru care sunt satisficute urmitoarele axiome :

M (x¥)=(».x). (V)x,yeX ;

(2) (ax.y)=a(x.y). (V)x.yeX siaek ;
3) (x+y.2)=(x.2)+(y,2), (V)x,y.z€X ;

4) (x.x)=0, (V)xeX :

(5) (x,x)=0=x=0.

Observatie. Daca X este spatiu vectorial peste R = X se numeste spatiu vectorial
real.

13
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Capitolul 1

Definitia 1.1-8 Se numeste spatiu euclidian — un spatiu vectonal [init dimensional.
Spatiul R” inzestrat cu produsul scalar

(x.y)= 'Z:,xiy.-

este un spatiu euclidian.

Daci un element din R” se scrie ca un vector coloani x=| : | atunci produsul

scalar se mai scrie (x,y)=x'y.
Observatie. in R se mai pot defini si alte produse scalare.
Doi vectori x,y se numesc orfogonali (perpendiculari) daca (x,y)=0.
Definitia 1.1-9 O normd pe un spatiu vectorial X definit peste corpul K este o
functionala ||- |} X — R, pentru care sunt venificate axiomele :
(M) |x|z0, (V)xeXx (pozitiva) ;
Q) |x|=0e=x=0 (pozitiv definita) ;
(3) |lax||=lal-|x}. (V)aeK si xe X (absolut omogeni) ;
(@) |x+ y|<|lx]+|¥]). (¥)x.yeX (subaditiva).
Definitia 1.1-10 Un spatiu vectonial inzestrat cu o norma se numeste spatiu normat.
Observatie. Orice spatiu euclidian este normat in raport cu norma indusa de
produsul scalar [|x|| = (x,x)".
La randul sdu norma induce o distan}a
d(xy)=|x-y]=(x-y.x-y)".

Rezulta ci orice spatiu euclidian poate fi inzestrat cu o metrica generatd de produsul
scalar.

1.1.2  OPERATORI LINIARI
Fie X un spatiu vectorial de dimensiune n. Consideram o bazi e,.e......e_in X si fie
U:X — X .unoperator liniar.
Ue, este un vector din X = se poate scrie ca o combinatie liniard de vectorii bazei,
adica :

Ue, =ZAy.e_,, i=ln.

AR

14

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Metode factonale

Coeficientit A; determind o matrice A de dimensiune (n,n) numitd matricea

operatorului U inbaza e .e,.....e .

Fie X spatiu euclidian si U operator liniar, U : X — X . Se poate arita ci existd
U’ astfel incat

(Ux,y) = (x,U'y), x,yeX.

Operatorul U’ se numeste adjunctul lu1 U .

Matricea operatorului U’ in orice bazi ortogonala a spafiului X este transpusa
matricei operatorului U in acea baza.

Un operator se numeste autoadjunct dacd U’'=U. Matricea unui operator
autoadjunct este simetrica

1.1.3 VALORI $I VECTORI PROPRII

Fie X unspatiu vectonal §i U: X — X .

Definitia 1.1-11 Un subspatiu X, al lut X se numeste invariant in raport cu
operatorul U , daca (V)xe X, =>Uxe X,, adica U(X,)c X,.

Observatie. Un rol deosebit il joaca subspatiile invariante de dimensiune 1. Ele se
numesc directii invariante (directii propm).

Definitia 1.1-12 1€ R se numeste valoarea proprie a operatoruli U daca
dx e X, x #0 astfel incat

Ux = Ax.

lar X se numesle vector propriu corespunzator valorii propni A .

Multimea valonlor propni ale lui U se numeste spectrul lui U .

Definitia 1.1-13 Multimea t(uturor vectonlor proprii ai unui operator U
corespunzitor valoni propmi A, la care se adauga vectorul nul se numeste subspatiul
propriu al lui U , corespunzdtor lui 4.

Propozitia 1.1-1 (Demidovitch & Maron, 1973) Vectorii proprii x',x*,...,x" ai
unui operator U . corespunzdnd valorilor proprii distincte A, A,,....A,. sunt liniar
independenti.

Observatie. Din propozitie rezulla ca intr-un spatiu n-dimensional orice operator U
nu poale avea mai mult de n vectori proprii cu valon propnii distincte.

Propozitia 1.1-2 (Demudovitch & Maron, 1973) Subspatiul propriu al unui
operator liniar U, corespunzdtor unei valori proprii A este un spatiu invariant al lui
U.

15
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Capitolul 1

Propozitia 1.1-3 (Demidovitch & Maron, 1973) Dacd U este un operator auto-
adjunct actiondnd pe un spatiu euclidian §i A este o valoare proprie a lui U, atunci
dx, vector unitar astfel incat

A=(Ux,x) |x]|=1.

Propozitia 1.1-4 (Demidovitch & Maron, 1973) Orice operator autoadjunct U
actiondnd pe un spatiu euclidian n-dimensional V are n vectori proprii unitari liniar
independenti, ortogonali doi cdte doi.

1.1.4 POLINOMUL CARACTERISTIC
Fie A matricea operatorului limar U intr-o baza fixatd. Daca K este operatorul
identitate, operatorul U — AE va avea in aceastd bazi matricea A - Al unde 1 este
matricea identitate. Dacad x este un vector propniu al lwi U, corespunzitor valorii
proprii A, atunci :
(A-A)x=0

1ar x se mai numeste vector propriu al lur A .

Dacd A este matrice (n,n) atunci egalitatea de mai sus reprezintd un sistem

omogen de n ecuatii cu # necunoscute. Sistemul admite o solutie nenula daca i numai
dacd det(A - A1)=0. Membrul stang al acestei ecualii in A se numeste polinomul
caracteristic al matricei A . Oricérei radacini a acestei ecuatii i corespunde cel pufin un
vector propriu al operatorului lintar U . Cum ecuatia are cel putin o radacina (reald sau
complexa) rezultd ca un operator liniar are cel putin un vector propriu.

Fie A matricea operatorului U intr-o baza fixalta e §i A’ matricea aceluiasi
operator intr-o alti baza f. Operatorul U - AE, L€ R va avea in baza e matricea
A — A1 iarin baza f, matricea A'— AI. Cum determinantul matricei unui operator nu
depinde de alegerea bazei, rezulta:

det(A - Al)=det(A' - AI).

Propozitia 1.1-5 (Demidovitch & Maron, 1973) Polinomul caracteristic al unui
operator este invariant in raport cu alegerea bazei.

Observatie. Din Propozitia 1.1-5 rezultd céd toate conceptele spectrale (spectrul.
ordinele de multiplicitate ale valorilor propmi) sunt invanante la o transformare a bazei.
Dacd A este matricea unui operator U fin baza e,.....e, si A’ este matricea

aceluiasi operator in baza f,,....f_ atunci (un calcul simplu) arata ca

16
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Metode factonale

A'=B'AB.
Dou3 matrici A si A’ intre care existd o asemenea egalilate se numesc matrici
ascmenea (similare).
Din relatia de mai sus

= BA’'= AB = det(BA’) = dei(AB) = detBdet A’ = det A det B.

Cum detB#0—=detA'=detA, adica determinantul matricei unui operator nu
depinde de alegerea bazei. Rezulta:

Propozitia 1.1-6 (Demidovitch & Maron, 1973) Determinantul matricei unui
operator este un invariant in raport cu alegerea bazei spatiului respectiv.

Fie A,B doui matrici asemenea. = 3 C matrice astfel incat
B=C'AC.
Putem scrie agadar succesiv :
det(B - AI) = det(C 'AC- AI)
=det(C '(A - A1)C)=detC ' det (C' (A - A1)C)det C.
=det(A - A1)

Rezultd ca A valoare propne a lui B < A valoare proprie a lui A. Am demonstrat
urmatoarea:

Propozitia 1.1-7 Doud mairici asemenea au aceleagi valori proprii.

Pentru a aduce polinomul caracteristic la 0 forma convenabild, il scriem explicit

A, -4 A,+0 A4,+0

A, +0 A.-A A, +0
p(ay={"0 -"

A, +0 A.+0 -~ 4 -2

Propozitia 1.1-8 Polinomul caracteristic P(A) al matricei A se poate scrie
P(A)=(A) +1,(-A) " 4.+ (-A)+1,
unde 1, este suma minorilor principali de ordinul k ai determinantului matricei A .

17
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Observatii.
1. Coeficientul /, al lui (~1)"" coincide cu : /, =tr A. Termenul liber /,, este

determinantul A . Coeficientul 7, al lui (~2)"" este suma minorilor principali
de ordinul & .

2. P(a)=(-1) (—/1" -1,A™ +...+(—l)1,,). Notind cu m, ordinul de
multiplicitate al raddcinii 4, si tindnd cont de relatiile intre radacini si coeficienti
rezultda 7, =detA = ﬁ(l,.)"" si I,=trA= Zp:m,/l, unde m, >0,i=1.p,m, =0

i=] i=]
daca j>p.

3. Deoarece /, =det A este un invariant, rezulta ci si produsul valorilor propri ale
unui operator este un invariant (nu depinde de alegerea bazei).

4. Deoarece doua matrici asemenea au valon proprii identice rezulta cad matricile
asemenea au determinantii §i urma identice.

1.1.5 BAZA VECTORILOR PROPRII
Propozitia 1.1-9
a) O matrice reald simetricd are toate valorile proprii reale.
b) Vectorii proprii corespunzind la valorile proprii distincte sunt ortogonalli.

Propozitia 1.1-10 (Demidovitch & Maron, 1973) Matricea unui operator intr-o
bazd formaid din vectorii sdi proprii este diagonald §i elementele diagonale sunt valori
proprii ale operatorului.

Demonstrafie Fie A’ o matrice (n.n) care se obtine din A prin intermediul unei
transformari de similaritati, adica

A'=B'AB.
unde B este matricea transformarii. Conditia ca matricea A’ sa fie diagonala se scrie :
A 0
A'=B'AB=
0 A,
de unde se obtine imediat
A 0
AB=B-
0 A

18
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Urmeaza ca :
> 4,B,=B,A, ij=ln.
k

Fixand indicele j obtinem » ecuatii :
;Ay.B,q =AB, i=ln

B,

J
Fie acum vectorul b’ =| : | format cu elementele coloanei ; a matricei B.

B,

Egalitatile de mai sus se pot scrie

Ab =2-b,

deci b’ este vector propriu al matricei A . Rezulta deci ¢ matricea transformata A este
diagonalid dacd matricea B a transformarii este aleasd astfel incat coloanele sale sa fie
vectori propni ai matricel inifiale A . Se poate arita ca o astfel de matnce exista daca
toate valonle propri ale lui A sunt difente.

0

Propozitia 1.1-11 O matrice A poate fi adusda la forma diagonald prin intermediul
unei transformdari de similaritate

A'=B'AB
dacd valorile proprii ale lui A sunit distincte.

Propozitia 1.1-12 O matrice A poate fi adusda la forma diagonali prin intermediul
unei transformdri de similaritate.

1.1.6 FORME PATRATICE
Definitia 1.1-14 O formd biliniard pe un spatiu vectorial X este o aplicajie
F: X xX — X, liniard in ambele argumente. Daca dimX =n si {e,,ez,...,e”} - bazid
in X, atunci forma biliniard F se poate scrie :
F(x’y) = ZZAUx!IyJ
i=l j=1

unde F(e,,e_,.): A .

ye 1) = Ln. Coeficienin A4, sunt elementele uner matrice pétrale
A |, numita matricea formei biliniare F ,in baza {e],ez,...,e”} )
Sa observam ci relatia de definifie se mai poate scrie :
F(x,y)=x'Ay.
Definitia 1.1-15 O forma biliniard se numeste simetricd daca
19
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17(x,y) = F(y,x) (x,y € X) .
Observatie. Matricea unei forme bilinire simetrice este simetrica.

Definitia 1.1-16 O forma biliniard pe X in care y = x se numeste formd pdtraticd
pe X.

F°(x.y) se numeste formd biliniard polard a formei F(x,x).

Propozitia 1.1-13 Forma polard F(x,y) este unic determinatd de forma ei

patraticd.

intr-o baza fixata forma patratica F' se scrie :

(x.x)= ZZA"x,xj =x'

=1 j-)
Definitia 1.1-17 Forma pitratici x'Ax §i matricea A se numesc poziliv
semidefinite dac:
x'Ax>0, (V)xeX
§1 pozitiv definite daca :
x'Ax>0, (V)xeX. xz0.
Observatii.
1. Conditia ca A si fie pozltiv definitd se mai scrie X' Ax=0=>x=0.
2. Produsul scalar este o formd biliniard simetrici corespunzitoare unei forme
patratice pozitiv definite. Rezulta ca produsul scalar se poate exprima sub forma
(x,y)=x'Ay. unde A este o matrice simelrici, pozitiv definita.

Distanta indusa de o norma generata de un produs scalar se va scrie
d*(x.y)=[x-y[ =(x-y.x-y)
si deci distanta are forma
d(x.y)=(x- y)l A(x-y).

Pentru diferite alegeri, obtinem diferite tipun de distante. Astfel, dacd A este
matricea unitate, ob{inem distania euclidiana

d?(x,y)=§(x,—y,)z

unde x,,x,,....x, sunt componentele vectorului x in baza considerata.

Propozitia 1.1-14 Dacd A este o matrice pozitiv semidefinitd, atunci
X' Ax=0=Ax=0.

20
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Propozitia 1.1-15 Fie A pozitiv semidefinitd. Matricea A este pozitiv definitd <
este nesingulard. In acest caz si matricea A™' este pozitiv definitd.

Propozitia 1.1-16 Dacd matricea A(n,n) este simetricd si pozitiv semidefiniti
atnci, (V) B(n,m), matricea B'AB este simetricd si pozitiv semidefinitd.

Dacd rang B=m §i A este pozitiv definitd, atunci B'AB este pozitiv definitd.

Observatie. Dacd A este pozitiv definiti §i rangB=m = B'A'B este pozitiv
definita si dect inversabila.

Propozitia 1.1-17 Matricea A este pozitiv definitd <> toti minorii sdi principali
sunt pozitivi, adicd :
al] a12

a, >0, det( J,...,detA >0.

a, a,

A este pozitiv semidefinitd < minorii principali sunt nenegativi.

Propozitia 1.1-18 Fie A simetricd. A este pozitiv semidefinitd <> valorile sale
proprii sunt nenegative. '

Propozitia 1.1-19 Fie A simetricd. A este pozitiv definitd < toate va.orile sale
proprii sunt pozitive.

1.1.7 DERIVAREA. PROPRIETATI EXTREMALE ALE
FORMELOR PATRATICE

Definitia 1.1-18 Daci funclia f:R” —» R este denivabila partial in raport cu toate
variabilele x,.....x, in punctul x, punctul V/(x) definit prin

of (x)

Vi(x)=|
3 (x)
Ox,
se numeste gradientul functiei f in punctul x.
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Definitia 1.1-19 Fie Ac R” o multime nevida i f: 4 — R. Functia f/ se numeste
diferentiabild Fréchet in punctul x, € 4 dacd existd o funclionald liniard F:R" - R
astfel incat

| em) - s (=) -F )| .
Ibf->0 I '

Propozitia 1.1-20 Dacd AcC R” i functia - A— R” este diferentiabila I'réchet in
punctul x°, atunci existd o unica functionald liniard I cu proprietatea
f(x+h)- f(x°)-F(h
lim" ( ) ( ) ( )"=O.
(b0 i

Definitia 1.1-20 Dacid functia f:A4— R,AcR"” este diferentiabila Fréchet in
punctul x°, functionala care verifici egalitatea din definitia Definitia 1.1-19 se numeste
derivata Frécher a functiei f/ in x’ i se noteaza d f(xo), iar valoarea ei in punciul 4,

F(h)=df (x")(h) se numeste diferentiala functiei [ in x° cu cresterea h.

Propozitia 1.1-21 Dacd functia f:R" — R este diferentiabild in punctul x°.
atunci [ este derivabild partial in raport cu toate variabilele din x° i are loc
egalitatea :

O ) < Pf (X) n
df(x")(n)=(vf(x').n)=Y """k (V)heR"

-~ i

il (/x,

Observatie. Daci / este diferentiabild in x", atunci derivata df(x“) alui / in

punctul x’ se poate reprezenta prin gradientul lui f in x°, adica :

(?f(x“)
ax,
dr(x)=vr(x)=| |
of (x*)
Ox

n

in cele ce urmeaza vom utiliza pentru Vf (x“) sl notatia gi(xo).
e
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Definitiile si rezultatele de mai sus se extind usor pentru o functie g: R”" —» R”. in

acest caz derivata in punctul x° se reprezinta printr-o matrice

agl(xo)
% (10) _ va(x) - (Ve (x)) i %
)Y (80N ) | g ()
Ox

og, (xo)

Ox,

ox

n

Definitia 1.1-21 Fie / C R §i f:1 — R . Prin derivata functiei f in punctul x° in

raport cu matricea A (n.m) se intelege matricea

) |
0A
Tl e

ca, oa,_,

Propozitia 1.1-22 Dacd x §i ye R” si M este matrice atunci :

-~

9 (7)==

&
=

b) %(xTMy) =M'x :

c) g(xTMy)zMx+MTx :
Ox

d) %(xTMy) =My
E p—

e) '&(MX) =M

) ﬁ(xTMy): xy'.

: o . . 0
Observatie. Daca M este matrice simetrici c) atunci a—(xTMx) =2Mx.

: ) . O
Daca M matnce umtate atunci a—(xTx) =2X.
X
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Fie F(x,x)=x"Ax, x€R” o forma patratica simetrici. Consideram valorile

formei pitratice /- pe sfera unitate, adica pentru acei X pentru care ||3ii||2 =(x,x)=1.Ne
intereseazi care din punctele sferet unitate sunt puncte stationare pentru /', adicd
. .0 o
verificd ecuatia 6_F (x,x)=0. Punctele de extrem se vor gisi printre punciele
X
stationare. Problema determinani punctelor stationare este o problema de exirem
conditionat, pentru rezolvarea cireia vom folosi metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Restrictia [x|" =1 se mai scrie :
g(x): 1-x'x=0
deci avem problema :
F(x,x)— min
g(x)=0
Conform metodei lui Lagrange, construim functia : R" xR - R,
L(x,A)=F(x,x)+Ag(x)
care se mai scrie §i
L(x,A)=x"Ax- l(xTx - 1).
Conditiile necesare ca punctul (xo,ﬂo) s fie un punct de extrem cu legituri sunt :

oL(x’, 1) aL(x",A")
ax Y
Deoarece A este matrice simetrica prima ecuatie ne da :
2Ax-2Ax=0= Ax = Ax.

Rezultd ca ;

=0.

Propozitia 1.1-23 Veciorii sferei unitate care sunt vectorii proprii ai matricei A
asociate unei forme pdtratice simelrice
F(x,x)=x"Ax,

reprezintd puncte stationare ale lui 1.

Valorile formei pétratice in punctele stationare sunt date de :
F(x,x) =x'Ax=x"Ax= A"x": =A.
Rezulta ci valoarea formei patratice F (x,x)z x'Ax intr-un punct stationar x este

egal3 cu valoarea proprie corespunzatoare a matricei A a formei pétratice.
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in particular, maximul (minimul) formei patratice simetrice F'(x,x) pe sfera unitate

este egal cu cea mai mare (cea mai mica) valoare proprie a lui A .
Vectorul propriu corespunzind celei mai man valon propni este un vector ce
porneste din origine si trece prin punctul de pe sfera unitate in care este atins maximul.

1.2ANALIZA iN COMPONENTE PRINCIPALE (ACP)

Inventata de Karl Pearson in 1901 si introdus3 in statistica matematicid de Harold
Hotelling in 1933, analiza in componente principale a inceput sa fie utilizatd efectiv
odati cu aparitia st extinderea calculatoarelor electronice.

Analiza in componente principale, ACP, poate fi prezentata din diverse puncte de
vedere:

— pentru statisticianul clasic, analiza in componente principale inseamni a estima,
pornind de la un esantion dat, axele principale ale elipsoidului indicator al unei
distnibutit normale multidimensionale. Aceasta este prezentarea intiald a lui
Hotelling urmata apoi de manualele clasice de analizi multivariati, cum este
cazul lucriani fundamentale ale lw Anderson, 1958);

— pentru psihologi, analiza in componente principale este un caz particular de
analiza factonala utilizata in psihometrie (cazul dispersiilor nule sau egale;
conform Harman, 1967);

— in fine, pentru al analistii de date, ACP este o tehnici de reprezentare a datelor
cu un caracter optimal din punct de vedere al unor cnterii algebrice sau
geometrice si care este utilizatd, in general, fard vreo refenre la o ipotezi de
natura statisticd nici la un model particular. Acest punct de vedere, foarte
raspandit la ora actuala (si adopiat in cele ce urmeazi), este poate cel mai vechi
fiind punctul de vedere adoptat de Pearson. Desigur in prezentatrea lui Pearson
nu este vorba de analiza in componente principale asa cum este ea expusa astazi
dar 1deile esentiale ale metodei pot i deja intrevazute laacest autor (o discutie
mai largd asupra acestui subiect se giseste in articolul de sintezi a lui Rao,
1964).

Analiza in componente principale este utilizatd pentru a pune in evidenta:

— sistemul de relatii existent intre varabile (asocierea sau opozitia lor);,

— reprezentarea indivizilor in raport cu vanabilelele observate (indivizi care
prezinta caracteristici comune sau aniagonisie).

ACP se aplica tabelelor cu doua dimensiuni care ,.incrucigeaza” indivizi cu variabile
numerice continue (sau care pot fi considerate continue). Dup3 provenienta variabilelor,
trei marni categoni de tabele pot face obiectul unui demers de ACP si anume:

1) tabelele de masuriton: variabilele sunt obtinute in urma unui sondaj sau

recensamant si sunt cantitative,
25
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2) tabelele de note: variabilele sunt obfinute in urma unor notatii. Notele sunt
variabile calitative care pot fi in general asimilate cu vanabilele cantitative;
3) tabelele de ranguri: variabilele sunt obtinute in urma unor clasamente §1 sunt
variabile calitative ordinale care pot fi transformate in variabile continue.
Analiza in componente principale prezintd numeroase variante dupa transformanle
aduse tabelului de date: norul de puncte-indivizi poate fi centrat sau nu, redus sau nu.
Dintre vanante, analiza in componente principale normati (central-redus) este cea mai
utilizati.

1.2.1 DATELE SI CARACTERISTICILE LOR
Se presupune ci dispunem de observafii asupra a p vanabile continue masurate pe n
indivizi. Valorile sunt listate” intr-un tabel de » limi s1 p coloane; notam cu

X=(xy)j:l"’ matricea asociatd tabelului, unde x; este valoarea luata de vanabila ;

masurati pe individul ;.

O variabila este identificatd prin vectorul-coloand ; a tabelului X (notafie x;) iar
un individ prin vectorul-linie i (notapie e;).

Daci datele nu au fost culese in urma unui sondaj aleator cu probabilitati egale
atunci fiecarui individ i i se atribuie o pondere' p, conform importanfei pe care o are in
studiul intreprins.

Definitia 1.2-1 Se numeste matrice (sau metricd) de ponderi matricea
D=diag(p,.....p,) unde p,>0 (¥)i=Ln si Zp,:l.
unde 1, este matricea identitate de

n

in cazul indivizilor echiponderati D=ll
n

dimensiune » .
Sa notdm cd x; poate fi interpretat ca o selectie de volum » asupra vanabiler ; si

cd in acesl context:
— media de selectie a vanabilei j este

n(x,)=% = 0.
— dispersia de selectie a vaniabilei j este
$(x,)=s2=Y p(x,-%)

— covarianta de selectie a vanabilelor j §1 ;' este

' Termenii de pondere sau masa sunt utilizai cu acelasi sens in statistica si desemneazi adesea
frecveniele relative sau probabilitatile a priori.
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Cov(xj’ xj’) SEVy = Zpi (xy' - ;J)(x.y.. - ;J) ,

— coeficientul de corelatie de selectie a vanabilelor j si j' este

Vﬂ-, -

Sij.

Definitia 1.2-2 Se numegte punct mediu (centru de greutate) al norului de puncte-
vectorul g’:(;n...._.;,,)_

Se observi ca:
g=X'D1, unde I,=(lL...1)eR".

cor(xj, xf) =rp =

indivizi {e,}

n
i=1

Definitia 1.2-3 Se numeste tabel centrat asociat lmi X matncea
i=Lp -
Y= (y"f).-:ﬁ, unde v, =x;-x,.
Se numeste tabel centrat-redus asociat lui X matricea
-ip y
7= (zy.)J g unde z, =

hal B
i=l.n i ’
SJ

Cu acestea, urmitoarele relatii sunt imediate:

Lema 1.2-1
a Y=X-1,g=(1,-1,1,D)X.

b) Z=YD% unde DJ;=diag[l,...,L].

s, S,

¢) Matricea de varianti-covariantd asociald tabelului X este
V=X'DX-gg' =YDY.

d) d) Matricea de corelatie asociatd tabelului X este R=D VV D y= ZDZ.

Observatie. Relatia X'DX =i pee, este o formula utild implementarn pe
1=1
calculator a metodei cici evita introducerea in memornia RAM a intregii matnci X.

Un individ e; este defimit de p coordonate corespunzand valonlor celor p variabile
misurate pe acest individ; il putem considera ca un element dintr-un spatiu vectonal
F < R?, numit spatiul indivizilor. Mulfimea celor » indivizi formeazi un ,nor de
puncte-indivizi” in #, cu g centrul de greutate al norului. Se doteaza acest spatiu cu o
metricé care si permila definirea distantei intre indivizi.
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1 . . . .. - -
! ; — valoarca vanabilel j misurati
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Figura 1.2-1 Principiul reprezentirii geometrice

Fie MeA'},_,,(]R) o matrice simetricd, pozitiv definiti, de dimensiune p, cu

coeficienti reali.
Definitia 1.2-4 Se numeste matricea produsului scalar intre indivizi matricea

W-—-(wu):I=I unde w,]=<e,.,e,)

def
cu <e,,ej)M = ¢;Me, este produsul scalar pe spatiul # definit de metrica M.

Se observa ca:

W=XMX'
§i ca distanta dintre doi indivizi e, si e, din spatiul ¥ este daté de relatia

dz(e,,ej)= (e, -ee —el.)M =||e, —ej"; .
in teorie alegerea metricii M depinde de utilizator singurul care poate preciza
metrica adecvat. in practica metricile cele mai uzuale in ACP sunt:
M =1 ce induce produsul scalar uzual si distanta euclidian;
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- M=D v, Utilizarea acestei metrici revine la adimensionalizarea vanabilelor

masurate cici fiecare valoare este imparfitd cu abaterea standard de selectie a
variabilei corespunzatoare (x; /s; ).

Metrica M =1, da fiecdrei vanabile aceeasi importanti independent de dispersia sa;
utilizarea ei va privilegia variabilele cu dispersie mare pentru care diferentele intre
indivizi sunt mari §i va neglija diferenele intre celelalte variabile.

Metrica M=D v echilibreazi influenta vanabilelor transforméandu-le in variabile

2

5

cu dispersia de selecfie unitara.

-

Observatie. Daci M =diag(m,,...,m,) atunci dz(e,,ej)=im,‘(x,,‘—xjk) iar
k=)

coeficientii {, fm, }‘t — pot fi considerati ca ponden ale vanabilelor x; in distanta dintre
-ip

indivizi.

Lema 1.2-2. Matricea produsului scalar intre indivizi poate fi intotdeauna
exprimald in functie de metrica 1 ,.

Demonstratie. intr-adevar, daci M este simetricd §i pozitiv definita atunci ea poate fi

scrisd ca M=T'T (conform algontmului lui Cholesky; vezi Demidovitch & Maron,

1973).  Atunci (e,,e,)M =e;Me, =¢,T'Te, = (Tei),(Tej) = (Te,.),lp (Te,)  ceeace

inseamna ci W = (XT')I,(TX’) adica matricea produsului scalar al tabelului XT' fala
de metrica M=1,.

[

Corolarul 1.2-1. Utilizarea metricii M = D,/z pentru tabelul Y revine la folosirea

s

metricii M =1, pentru tabelul centrat-redus Z..

Reamintim ca ipoteza fundamentald a unui demers ACP este aceea ci intreaga
informatie este confinutd in distantele dintre punctele-indivizi ai norului. Acest lucru
justifica introducerea notiunii de inertie totala”,

Definitia 1.2-5. Se numeste inertie totald (globald) a norului de puncte-indivizi
{e. }:':1 media ponderatid a patratelor distantelor de la punctele-indivizi la centrul de
greutate al norului, adici:

2 Termenul inerjie este imprumutat din mecanica §i esle sinonim, in acest coniext, cu lermenul statistic
dispersie.
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1,=Y p(e,-g) M(e,-2)=Y p.le -,
i=1 i=1

Prin analogie, inertia intr-un punct oarecare a R” se defineste ca /, = Z pile; —a||]2M .
i=1

Proprietatile inertiei globale, puse in evidenta de enunturile de mai jos, sunt utile in
demersul ce urmeaza.

Propozitia 1.2-1. (formula Ilui Huyghens) Inertia fata de un punct satisface

urmdtoarea relatie: 1,=1,+(g- a), M(g-a)=1,+|g- alli’ .

Demonstratie. Intr-adeviar

’==§Pf(°f—a)'M<°f—a)=ilp.-[(e,-—g)+(g—a)]'M[(e,—g)+(g—a)]
=§pi(ei _g)'M(ei —8)+$;p, (e; —g)’M(g—a)+
+§:p,(g—a)’M(e, —g)+gp‘. (g—a),M(g_a).

Se observa ca primul termen al sumei este /, ci produsul (g—a),M(g—a) nu
depinde de i, ci Zp, =1 si cd produsele (e,—g)'M(g—a) si (g—a)’M(ei—g) sunt

scalare. Cu aceasta egalitatea de mai sus devine
=1, +2[[Zp,e2Mg—g’MgJ+[g’Ma-Zp.ei Ma]}llg—a"i. :

Se noteazid cu b’=(Mg)’=(b,.....bp) si reamintind ci g, =) px, rezltd

=)

P P
vaezMg“g'Mg:Z”:Z"u”J _Zgj J =Zp:bf[zp'x9J_Zp:g1bj =0.
i 1 J-1 J=1 i 21

1 J-

Analog g’Ma—Zp,c:Ma =0.

0]
Corolarul 1.2-2. Pentru un nor de puncte-indivizi dat, ¢ centrul de greutate al
norului minimizeazd inertia totald.
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Lema 1.2-3. Inertia totald este media pdtratelor distantelor dintre punctele-indivizi,
adica:

21,=3"Y pip, e |

”
=l j=1 M

Demonstratie. Se aplicd formula lui Huyghens pentru fiecare punct-individ, apoi se
aduna cele n relati.

plle, = pllg +p "el - g"lzu
P, = Pl + P, e, - g,

P,,I.n = pn1g+pﬂ ||e" _g";

Z:,pj]-,zz;pjlz“LZ]pJIlef‘g"; = Zl:pjz]:pi”ei_eJ";:lst
= J= = = s

Lema 1.24.

a) I,=u(MV)=t(VM), unde cu u(A)=) a, s-a notat urma matricii
i=1

AeM,(R).
b) Dacd centrul de greutate al norului este in originea axelor de coordonate,
adicd g=0, atunci I, =tr(WD) =tr(DW).

Demonstratie. a) Intr-adevar

U(MV)="(MYIDY)=ZM."1 Py, =Zpi(ei -g) M(e;-g)=1, .
=1 i=1

Analog tr(VM)=1,.

b) Dacd g =0 atunci /, :Zp,e; Me, . Pe de alté parte
i=1
tr(WD)=tr(XMX'D)=> ¢/Me,p,=1, =) pe;Me, =tur(DXMX')=tr(DW).
i=1 i=1

O
Observatii.
1. Daca M =1, inerfia este egala cu suma dispersiilor de selectie a celor p vanabile.
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d r
2. Daci M=D,atunci 1==tr(l)%zv)w(l)%w)%):n(R):Zrﬁ:lep,d'm

1
3. Lema 1.24. Inertia este, in acest caz, egalad cu numirul variabilelor si nu depinde de
valorile acestora.

Fiecare variabild x; poate fi consideratd ca un vector a unui spatiu vectorial Ec R”
numit spatiul variabilelor. Mulfimea celor p variabile formeazi un ,,nor de puncte-

variabile” in &. Metnca utilizatd in spafiul vanabilelor este datd de matricea D
(matricea diagonal3 a ponderilor indivizilor). Cu acestea se observa:

Lema 1.2-5 Daca variabilele sunt centrate atunci:

a) produsul scalar indus de metrica D este egal cu covarianta de selectie dintre
cele doud variabile necentrate;

b) norma (,lungimea’) unei variabile este egald cu abaterea standard de selectie
a variabilei necentrate;

¢) unghiul dintre doud variabile este egal cu coeficientul de corelatie liniara de
selectie al variabilelor necentrate.

Demonstralie. intr-adevar:

a) (yj,yk>D = y'j Dy, = z":pi (x,.j —;j)(x,-k —;k) = cov(xj,xk).
i=l

b fy,f=(v3,),=v,P, =Z:]:p,(xy -x)) =5(x,).

c) Fie 6, unghiul dintre vanabilele y, si y, . Atunci

(v %)y v,
6,.)= D - S _ . .
) Ly 5 )

(1
Corolarul 1.2-3

a) Mediile de selectie ale variabilelor {y , }p | sunt nule, dispersiile de selectie sunt
J-

egale cu dispersiile de selectie ale variabilelor {x, }" | §i coeficientii de corelalie
-

de selectie sunt egali cu coeficientii de corelatie de selectie a variabilelor

{‘1 }j:l '
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b) Mediile de selectie ale variabilelor {z y }, | sunt nule, dispersiile de selectie sunt
=

unitare §i coeficientii de corelatie liniard de selectie sunt egali cu coeficientii de

. L. - . . . 4
corelatie liniard de selectie a variabilelor {x j} ~
=

Din cele de mai sus rezulta:
Lema 1.2-6 d*(z,.2,)=2(1-r).

Demonstratie.

dz(zj,z,‘) :<zj —7,.2; _z">o =ipi(zy —zl,r)2 =Y pizj+) Pz —2) Pz .
i=1 i i i
Conform corolarului de mai sus Zp,-z,jz- =5’ (zj) =1=5’(z,)= Zp,z,i si
z PiZjZy = cor(z 2 ) =r, ceeace implic3 relafia din enunt.

0
Sistemul de proximititi dintre doud puncte-variabile din & indus de relatia din
Lema 1.2-6 este familiar statisticianului:

— doua vanabile puternic corelate sunt foarte apropiate una de cealalla (cici 7, ~ 1
implica dz(zj,z,,)z 0) sau din contrd foarte depdrtate (cici r, ~-1 implica
d? (z : ,z,,) =4 ) dupd cum relahia limari care le leaga este directa sau inversa;

— doua vanabile orlogonale sunt la distanta medie (cici r, =0 implica
d’ (zj,z,()z 2).

¢ =1

¢ ~-1
d(j,j") =0 dj,j') =2 d(f,j)~2

Figura 1.2-2 Corelajiile si distaniele intre punctele-variabile
Proximitatea intre doui puncte-variabile se interpreteaza deci in termeni de corelatii.
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Figura 1.2-3 Sistemul de proximiti{i intre doud puncte-vanabile

Din Corolarul 1.2-3 punctul a) rezulta c3 toate punctele-variabile se afld pe
hipersfera de razi 1 centrati in originea axelor. Aceasta hipersfera se numeste sfera de
corelatie.

Planurile in care vor fi proiectate variabilele intersecteazi sfera dupd cercurle
diametrale (cercun de razi 1), numite cercuri de corelatie in interiorul cirora se afla
proiectiile punctelor-variabile.

proicctia a 4 variabile

Planul factonial
"cercul de corclatic”

Figura 1.2-4 Reprezentarea sferei §i cercului de corclaie

Observatie Operatia de centrare a tabelului X are in spatille R” si R” interpretan
geometrice diferite.

in R” aceasta transformare echivaleaza cu o translatie a originii axelor in centrul de
greutate (punctul mediu) al norului,

in R” aceasta transformare este o proiectie pe hiperplanul ce trece prin originea
axelor §i este ortogonal pe dreapta ce trece prin onginea axelor §i are ca parametni
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directori {p,}" . Matricea P=1,-1,1,D asociata acestei transformiri este idempotenta
(P*=P) si M-simetrici (PM=MP), cu M=1_. Ea este matricea proiectici M-
ortogonale pe subspatiul general de vectorii coloana liniani independenti ai matricii Y.
Coordonatele acestor vectori satisfac relatia Z py; =0 (V)j=Lp care reprezinta

ecuatia unui hiperplan in R” ce trece prin onginea axelor §i are ca normala in punctul
0, dreapta de parametrii directori {p, }:'l . Daca D= ll,, atunci hiperplanul este
- n

ortogonal pe prima bisectoare.
Definitia 1.2-6 (dupa Dazy&Le Bazic, 1996) Se numeste srudiu un triplet (Y,M,D)
unde
Y este matricea centrata asociata tabelului de date indivizi-vanabile;
M este 0 metnci in spatiul vectonal F ;
D este metrica pondenlor in spatiul vectorial &.
Studiul este caractenzat de doua . obiecte™
- matricea W=YMY’ aprodusului scalar intre indivizi;

— matricea V=Y'DY de vananji-covananti a vanabilelor centrate.

1.2.2 ANALIZA GENERALA, DESCOMPUNEREA IN VALORI
SINGULARE

S-a aratat mai sus cum liniile §i coloanele unui tabel dreptunghiular permit definirea
norilor de puncte.

Pozitia punctelor in nor este datd de multimea distantelor intre toate punctele si
determina forma norului. Forma norului este cea care caractenzeaza natura §i
intensitatea relatiilor intre indiviza (limile) §i intre variabile (coloanele) si releva
structurile de informatii continute in date. De exemplu, un nor de puncte alungit
uniform de-a lungul unei drepte traduce existenia unei relatii limare dominante intre
puncte in timp ce o forma parabolica ilustreazi existenta unei relatii nelimare iar o
forma sferica indica, mai degraba, absenta unei relatii.

O modalitate de a reda vizual forma unui nor este aceea de a-1 proiecta pe o dreapta,
sau mai bine pe un plan, minimizidnd deformanle pe care aceasta proiectie le implici;
aceasta este esenta analizei generale. In cele ce urmeaza se va prezenta detaliat
programul enuntat.

Matricea W=YMY’ este o matrice simetrici de dimensiune n al cirui termen

general w, =e¢;Me, este un produs scalar intre indivizii i §i j. Indivizil aparfin unui

spatiu vectorial euclidian (¥.M) de dimensiune p (cici sunt p variabile).
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Definitia 1.2-7 Se numeste imaginea euclidiand a indivizilor asociati produselor
scalare w,, un nor compus din n puncte 4,....,4, si dintr-un punct O din  astfel incét

aceste puncte si reconstituie produsele scalare w;, adica
<O—Ai,m_,'>= w, (V)i,j =l,_n
unde produsul scalar (-,<) este definit de metrica euclidiana I,.

Matricea V=Y'DY este o matrice simetrici de dimensiune p al cirui termen
general v, =y, Dy, este un produs scalar dintre vaniabilele / s1 j. Variabilele apartin unui

spatiu vectorial euclidian (&,D) de dimensiune 7 (cici sunt n indivizi).

Definitia 1.2-8 Se numeste imaginea euclidiand a variabilelor asociatd produselor
scalare v, un nor compus din p puncte B,,...,B, si dintr-un punct O din & astfel incat

aceste puncte sa reconstituie produsele scalare v, , adica
<0—Bi,0—BJ> =v; (V)i.j= Lp
unde produsul scalar (o.o) este definit de metrica euclidiana I,.

Daca dimensiunea spatiului vectonal este egald cu 3 atunci imaginea euclidiana a
unui nor de puncte poate fi vizualizatd Dac3 dimensiunea spafiului este strict superioard
lwi 3 atunci acest lucru devine imposibil; in acest caz trebuie ciutatd o imagine
euclidiani aproximativd. S3 notdm c3 existd o infinitate de imagini euclidiene ale
aceluiasi nor de puncte. Doua imagini euclidiene sunt echivalente dacé ele reconstituie
aceleasi produse scalare.

1.2.2.1 Analiza norului de puncte-indivizi

Sa ne plasam, mai intdi, in spatiul # cR”? al indivizilor in care tabelul Y poate fi
reprezentat ca un nor de n puncte-indivizi centrafi in punctul mediu al norului §i ale
caror p coordonate reprezintid liniile lui Y. Principiul metodei ACP consid in
reprezentarea aproximativa a norului de puncte-indivizi intr-un subspatiu de dimensiune
mult mai micé (de reguld egalé cu 2); se pleaca deci de la o imagine euclidiana dintr-un
spatiu afin de dimensiune p si se ajunge la o imagine euclidiand intr-un spatiu afin de
dimensiune g<<p’.
Demersul de mai sus se realizeaza prin proiectia puncielor-indivizi pe un subspatiu

¥, de dimensiune g obtinut astfel incat media pdtratelor distantelor intre proiectii sd fie

maximd sau, 1indnd cont de

? Daca rg(Y)=q atunci problema aproximarnii este practic rezolvata. Intr-adevir este suficient sa gisim o
bazi a subspatiului vectorial de dimensiune ¢ din R ce contine norul de puncte-indivizi §i si calculim
coordonatele punctelor in noua bazi. Vom pulea astfel reconstitui cei np coeficienii ai tabelului Y pornind
de la cei gp+ng=(n+p)q coeficienli defimf{i mai sus.
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Lema 1.2-3, inerfia norului proiectat pe ¥, sd fie maximd sau, in fine, deformarea
distantelor prin proiectie sa fie minimd.
Cu notatiile de mai sus, problema ce trebuie rezolvata se formuleazi astfel:

<y P - 12 ]
,Sd se gdseascd ‘H = ¥, astfel incdt T'S;(Z,d (v:,0)

Solupia problemei este datid de urmitoarea teoremi:

Teorema 1.2-1 Subspatiul de dimensiune q pe care se proiecteazi optim (in sensul
celor mai mici pdtrate) cele n puncte din R? este generat de primii q vectori proprii ai
matricii A=VMeM, ,(R) corespunzdtori valorilor proprii 4 >4, >...> A,.

Demonstratie. S3 notam cu {P,....,P,} proiectiile pe H ale punctelor {4,.....4,} si sa
observim ci:

O4; =OP, + AP, i=In,
conform teoremei lui Pitagora, sau

AP =Y 04- Y0P ().

Cum O_A.2 i=1n sunt fixe (norul de puncte-indivizi este dat) a minimiza
deformirile produse pnin proiecfii este echivalent cu-a minimiza suma ponderata a
patratelor distantelor de la punctele {4,,...,4,} la subspatiul H, adica a afla

mian,Zfz sau, conform relatiei (1), mapr,.O_P,z .

i=1 i=1

Fie a un vector M-normat din R? (adica a’Ma=1). Coordonata proiectiei P, a
punctului 4; pe dreapta A, avand ca suport pe a este OP, =y, Ma. Coordonatele tuturor
punctelor P; pe A, sunt YMa de unde rezulti ca:

Y pOP’ =aMY'DYMa=a'MVMa=a'MAa.

Asadar, dacd H =A, atunci gasirea lui H s-a redus la urmatoarea problema de

programare patratica cu restrictii limare:
max {aA’MAa}

a’Ma=1

* Daci se lucreazi pe tabelul X atunci problema se formuleaza astfel: ,.S4 se gdseascd H = F , astfel icdt

max 2 d"(e..g) "
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Pentru a rezolva problema de mai sus se utilizeazi metoda multiplicatonlor lui
Lagrange. Fie deci lagrangeanul £=a’MAa-A(a’Ma-1) cu A multiplicator Lagrange.
Rezulti

oL

S 2MAa-2AMa cici MA este o matrice simetricd. Dar
%L_y - MAa-iMa (2.

_ Ca

Inmultind la stanga relatia (2) cu a’ si tinnd cont ca a este M-normat rezulti
A=a'"MAa.

Valoarea parametrului A este deci maximul cidutat. Cum matricea M este pozitiv
definita ea este deci inversabila si inmultind la stdnga cu M relatia (2) se obtine

Aa=la
adica a este vector propriu al matricii A corespunzind celei mai man valon proprii A
(daci aceasta este unicd); sa le nolam cu a, respectiv ;.

Sa cautam vectorul a, din R?, M-normat §i M-ortogonal pe a, (adicd
aMa, =1 si ajMa,=0) care maximizeazd forma pitratici a)MAa,. Analog cu
demersul de mai sus, se anuleaza denvatele lagrangeanului

L=a MAa, -1 ,(a)Ma,-1)- p.a’Ma,.

oL _

da, -
inmultind cu a), la stanga, relatia de mai sus se obtine

aMAa,-4iaMa,-y,aMa =0

0 = 2MAa,-24,Ma,- u,Ma, =0,

sau
AayMa, -4, =0 = u,=0.
Ramane, ca in cazul precedent
MAa, = i, Ma,
ceeace implica ca a, este al doilea vector al maitricii A relativ la a doua valoare propne
A, . daca aceasta este unica.

Demonstratia se repetd analog pentru ceilalti vectori M-normati a, e R?, k<gq, M-
ortogonali cu vectorii a; gasiti inainte (a,Ma =0 pentru j < k) gi care maximizeaza
forma patraticd a,MAa,. Se obfine MAa, =4 Ma, §$i cum M este inversabild
Aa, =/ a,.

a
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Observatii

— Teorema 1.2-1 poate fi demonstrati folosind formula proiectorului M-ortogonal
pe ‘H (conform Saporta, 1990) sau bazindu-se pe descompunerea M=TT
(conform cu Lebart et al., 1995).

— Cum A este 0 matrice M-simetnica, pozitiv definitd, cu coeficieni reali, valonle
sale propni suni reale §i pozitive (conform cu Demidovitch&Maron, 1973).
Veclorii proprii ai matricii A sunt M-ortonormati.

Definitia 1.2-9 Matricea A se numeste matricea inertiei.

Definitia 1.2-10 Imaginea euclidiani a norului de puncte-indivizi obtinutd prin
proiectia pe subspatiul H dat de Teorema 1.2-1 se numeste imaginea euclidiand a
punctelor -indivizi asociati aproximatiei de ordinul ¢ al produselor scalare.

Lema 1.2-7 I=t(A)=) 4.

Demonstratie. Matricea inertiei A este reala si M-simetrici Atunci, conform
Demidovitch&Maron, 1973,

A=LAL'
cu L matricea vectonilor propri corespunzitori valorilor proprii 4,,...,4, ai matricii A §i
A= diag(/l, ,...,,1,,). Cu acestea

r(A)=tr(LAL')=tr(LL'A)
cici tr(BC)=1ur(CB) daca produsele BC si CB au sens. Rezulti

r(A)= tr(A)—tr(dlag( )) Zﬂ.

dar din
Lema 1.24 rezulta 1, =uwr(A).

0

Definitia 1.2-11 Se numesc axe principale de inertie vectorii proprii a; ai matricii de
iner{ie A, M-normati.

Definitia 1.2-12 Se numeste factor principal asociat axei principale a; si se noteazi
cu u; forma liniard din R’ definitd de relatia u; = M a;.
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Lema 1.2-8 Factorii principali {u, },, | sunt vectorii proprii ai matricii MV asociafi
i

valorilor proprii {,11.}”_’1 ai matricii A.
=

Demonstratie. intr-adevar
MVu, =MVMa, =MAa =4 Ma, =4 u;
wM'u, =a MM 'Ma, =a’'Ma, =5, '
(]
Definitia 1.2-13 Se numeste plan factorial principal subsatiul ¥ generat de vectorn
{u,.u,}.
Definitia 1.2-14 Se numeste componentd principald asociata factorulut pnncipal u;
§i se noteazi cu ¢; forma liniara din R” definita de relatia ¢; = Yu;.

Observatie Din defimtie ¢; este proiectia M-orlogonald a indivizilor pe axa
principala a;.

Lema 1.2-9 Componentele principale {c ; }"_I sunt vectorii proprii ai matricii WD

asociati valorilor proprii {1, }’l ai matricii A. Componentele principale sunt D-
)

ortogonale (deci necorelate).

Demonstratie.
WDc,=YMY'DYMa, =YMVMa, = YMAa,

=4,YMa =1 Yu, =4c,
¢, D¢, =u'Y'DYu, =u,Vu, =a’MVMa,
=a'MAa, =2 M(4a,)=4a Ma, =46,
Ul
Lema 1.2-10
a) Mediile de selectie ale componentelor principale sunt nule (pe datele

centrate §i centrat-reduse).
b) Dispersia de selectie a componentei principale ¢ este A, - valoarea proprie

a matricii inertiei A pentru (V) j=1.p.

Demonstratie. Intr-adevar, cum ¢; = Yu, atunci
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“‘(c;) = 'Z;:P-' 5= gp,-ghug = g(gl’:yik]“y =§m(yk)ub =0

conform Corolarul 1.2-3.
Analog, dacd ¢, =Zu,.

s°(c,)=¢/Dc, =, Y'DYu, =(a'M)V(Ma,)
=aMAa, :a’jM(/lj aj) =A;a’Ma, = i

J

b)

]
Propozitia 1.2-2
a) Componentele principale’ sunt combinatii liniare de variabilele initiale, de
dispersie maximd §i care satisfac restrictiile wM™'u, =1.

b) In cazul unei ACP normate, componentele principale {c,.}',zrp asociate valorilor

proprii {J; }i:ﬁz ale matricii A sunt variabilele cele mai ,legate” de variabilele

initiale z,,....z, in sensul cd suma pdtratelor coeficientilor de corelatie

4 . . .
{cor( c j,zk)} ] este maximd, pentru oricare j=1,p.

Demonstratie. a) Sa consideram o combinatie liniara de variabilele initiale x,,....x,; fie

P>

P
—_— i — a a 3 ’ —
aceasta ¢ =Y u,x, sau vectorul ¢ =Xu. Ne propunem sa gisim pe w'=(y,....,u,) astfel
1
incat

max s’ (c) { max ¢’ D¢ {max uX'DXu
() - () o ()
uM 'u=1 uM'u=1 uM'u=1

Solutia problemei de programare pétratica cu restrictii liniare de mai sus este,
conform unui rafionament analog cu cel din Teorema 1.2-1 vectorul propriu u; al
matricii MV asociat celei mai mari valon proprii 4 (cum MYV este simetricd si pozitiv

definitd A4, existd este real §i stnict pozitiv). Dar u, este, conform definitiei, chiar
factorul principal rezuliat dintr-o ACP pe tabelul X iar valoarea maxima a functiei este
A.

b) S& reamintim mai intdi c3, in cazul unei ACP normate, X »>Z si M=1,. Cu
acestea

covz(c,zj) B (c’DzJ.)2

sz(c)sz(zj)_ s’(c) -

cor’ (c,zj)=
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Zcor (c.z;)= 2(C)Z(c Dz )(c'Dz ) = 2( e D[szzj]Dc

si cum sz 7, =27 rezultd Zcorz (c,zj)= % Problema s-a redus la a gisi
j=1 j=
¢'DZZ'Dc
ax—————.
(¢) ¢'Dc

Sa remarcim cd DZZ'D si D sunt matrici reale, simetrice si de ordin n. Un punct de
extrem al catului de mai sus se obfine anuland derivata sa ceeace implica
(¢'Dc)(2DZZ'Dc)-(¢'DZZ Dc)(ZDc)

(¢'De)’

Din (¢'Dc) DZZ De=(c'DZZ Dc)Dc rezultd D’(DZZ’D)cz[—c D,ZDZ chc, c
C D¢

este deci vectorul propriu al matricii ZZ'D asociat valorii proprii ,1:(%2';%].
Maximul este deci atins daca aceasta valoare proprie este cea mai mare.

Din ipoteza ¢ este o combinatie liniara de variabile initiale, adica c=Zu. Inlocuind in
relatia de mai sus se obtine

ZZ’'DZu=AZu
sicum ZDZ=R = ZRu=AZu iar Z este de rang p rezultd Ru=Au adica u este
vectorul propriu al matricii R asociat valorii proprii maxime. in ACP normat A=R si
axele principale coincid cu factorii principali, deci ¢=Zu este chiar componenta
principala obfinuta prin proiectia indivizilor pe axa principala a=u.
1

Un rezumat al elementelor principale ce intervin intr-o ACP pe norul de puncte-

indivizi se giseste in tabelul de mai jos.

Elemente principale Definitie Proprietiti Relatii
Axe principale: ae R VMa=4a M-orlonormate
- — -1 _
Facton principali: ue (]R”) u=Ma M- ) MVu = Au
ortonormati
Componente principale: ¢ceR” c¢=Yu sau | D-ortogonale WDc=4¢c ¢l
c=Zu s (e)=4 analoaga

Tabelul 1.2-1 Propnetitile elementelor principale dintr-o ACP pe norul de puncte-
indivizi.
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1.2.2.2 Analiza norului de puncte-variabile

Sa consideram acum spatiul &c R” al variabilelor in care tabelul Y poate fi reprezentat

ca un nor de p puncte-vanabile ale caror n coordonate reprezint coloanele lui Y.
Principtul metoder ACP in acest caz este identic cu cel utilizat pentru reprezentarea

norulw de puncte-indivizi §i constd in gasirea axelor principale i a subspafiului afin &

generat de aceste axe, de dimensiune g din R” care aproximeazi optim norul de puncte-
vanabile. Aceasta inseamnd sa fie maximizatd media pitratelor distantelor dintre cele p
proiectii pe &, adicd de rezolvat problema de programare pétratici cu restrictii liniare

{maxh'DYMY’Db

(b)
b'Db=1
Teorema 1.2-1 arata ca b este vectorul propnu al matrici B=YMY'D (D-simetnci,
reald) corespunzand celei mai mari valon propni . Ecuafia axei factonale b din R”
este:
YMY'Db=ub
{ b'Db=1

ecuatia factorului principal v din (]R"). este v=Db si1 ecuatia componentei pnncipale d

din R’ este d=Y'v sau d=Z'v. Analog cain cazul norului de puncte-indivizi se poate
enunia:

Lema 1.2-11

a) Factorii principali v, e(]R")‘__i =1Ln sunt D' ortonormati si satisfac relatiile
DYMY'y, =uy,.

b) Componeniele principale d, eR",i=1.n sunt M-ortogonale, au dispersia de
selectie egald cu y, si satisfac relatiile X' DXMJ, = u,d

i -

Demonstralie. a) intr-adevar
ViD'v, =b;DD 'b, =bDb =5, si
DYMY'y=DYMY'Db=yuDb=puv.
b) intr-adevar
d;Md, =v,YMY'v, =b;D(YMYDb ) =bD(s,b,)= 1, (b, Db )= 1,5,
X'DXMd=X'DXMX'v=X'D(XMXDb)=X'D(ub)=pd
s’(d)=d'Md=v'XMXv=b'DXMX'Db=b"D(ub)=pub'Db=p.
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Definitia 1.2-15 Se numeste cerc de corelatie principal subspatiul & generat de
vectorii {v,,v,}.

in cazul ACP normat norul de puncte-variabile aflandu-se pe hipersfera de corelatie
planul factorial o va intersecta dupa un cerc diametral (vezi si Corolarul 1.2-3 si
observatia 4).

Un rezumat al elementelor principale ce intervin intr-o ACP pe norul de puncte-
variabile se gasegte in tabelul de mai jos.

Elemente principale Definitie Proprietiti Relatii

Axe principale: beR” YMY'Db=ub D-ortonormale

Factori principali: ve (]R"). v=Db D'-ortonormati | DYMY'v=uv
Componente principale: | d=Y'v sau M-ortogonale X'DXMd=ud
de R’ d=Z'v s’ (d)=u si analoaga

Tabelul 1.2-2 Proprietitile elementelor principale dintr-o ACP pe norul de puncte-
vanabile.

1.2.2 3 Relatii de tranzitie intre cele doud spatii
Se observa cd, din punct de vedere numeric, o analizd in componente principale a unui
studiu se reduce la calculul primelor g valori §i veclori propni asociafi a1 matricilor
YDYMeM, (R) si YMY'De M, (R). O intrebare naturald este urmatoarea: exista o
relatie intre elementele principale dintr-o ACP pe spatiul (,M) si elementele
principale dintr-o ACP pe spatiul (£.D) ? Raspunsul la aceast intrebare este dat de
urmatoarea:

Propezitia 1.2-3 (relatia de tranzitie intre spatiul indivizilor §i spatiul variabilelor)
Toate valorile proprii ale matricilor YYDYM si YMY’'D nenule sunt egale (cu acelagi
ordin de multiplicitate eventual) 5i pentru A, #0 sunt adewirate urmdtoarele relatii de
tranzitie intre cele doud spatii F cR” si EcR”:

b, :ﬁYMaJ =ﬁYuJ =—\/‘1-ch

J=1rg(Y'Y).

—_ 1 ! —_1 4 — _1
a.l—ﬁ;Y Db—’_ﬁy VJ—\/—'{?‘(']

Demonstratie. in R? exista relatia
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Y'DYMa, =4 a, ey
iar in R” relapa

YMY'Db, = b, ).
inmultind la stinga egalitatea (1) cu YM se obtine

YMY'D(YMa,)=4,(YMa,) (3)

relatie care aratd c@ oncérui vector propriu a; a lui YYDYM corespunzator unei valon
proprii 4, #0 i corespunde un vector propriu YMa, al matricii YMY'D relativ la
aceeasi valoare proprie 4,. Cum cu g a fost notatd valoarea proprie maxima a matricii
YMY’'D rezulta in mod necesar, ¢ 4 < 4.
Inmultind la stanga egalitatea (2) cu Y'D se obtine

(YDYM)(Y'Db,)= 4, (Y'Db)) 4)
relatie care arata ca oricédrui vector propriu b; a lui YMY'D corespunzator unei valon
proprii u; #0 11 corespunde un vector propriu Y'Db; al matricii Y'DYM relativ la
aceeagi valoare proprie u,. Cum cu 4, a fost notata valoarea proprie maxima a matricii
Y'DYM rezultd cd y4 < 4 ceeace arati, in final, cd 4, = 4.

Analog se poate arita ci toate valonle proprii ne-nule ale celor doua matnci

Y'DYM 51 YMY'D sunt egale (cu acelasi ordin de multiplicitate eventual), adica:
A=m 20 j=Lg(Y'Y)
40 j-rg(¥¥)+ip’
u;=0 J= m
(se poale ardta usor, avind in vedere proprietitile matricilor M si D, ci
rg(YDYM)=rg(Y'Y)=rg(YMY'D)=rg(YY’) ).

Revenind la relatia (3) se observa ca aceasta este verificata de orice vector de forma
b=%kYMa, cu k constantd ce se determind din conditia de D-ortonormalitate a lui b.
intr-adevar:

1=b'Db=k’a’'MY'DYMa=k’a'M(Aa)=k’A1a'Ma=k’4
ceeace implica k = L deci b= 7'7YMa daca 120.

Ji

> In relatiile alaturate ca i in cele ce urmeazi se utilizeaza convenlia: in Relafie(j), ; - a5 daci a>b
atunci Relatie(j) nu exista.
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Analog, relatia (4) este verificata de once vector de forma a=kY'Db cu k constantd

ce se determind din conditia de M-ortonormalitate a lui a. Se obtine kz% deci

]

=% Ma_\/_YMa pentru u=4=0.

g

Observatii

1.

Propozitia 1.2-3 demonstreaza ca este suficient sd calculam valonle s1 vectoni
proprii ai matricii cu dimensiunea cea mai micd iar apoi, prin relatiile de
tranzifie, sa obtinem elementele pincipale din celalalt spatiu. Cum, in general,
numarul de variabile este mai mic decat numarul de indivizi, adicd p<n, este
suficient ca analiza in componenie principale sa se efectueze pe norul de puncte-
indivizi elementele principale pentru norul de puncte-variabile obtinandu-se prin
relatiile de tranzitie.

Coordonalele punctelor pe o axd factorialda in R’ sunt proportionale cu
componentele axei factoriale din R” corespunzitoare aceleiasi valon proprii §i
reciproc. Intr-adevar ¢=Xu si d=X'v si tindnd cont de relatiile de tranzifie

c=Jibsid=Via.

Referitor la analiza in componente principale trebuie sa remarcim:
3. Orentarea axelor factoriale este arbitrard deoarece vectorti proprii sunt

determinali modulo semnul lor. Acest lucru nu impieteaza asupra formei norului,
adici a distantelor intre puncte.

Analiza in componente pnncipale nu pune in evidentd decét legitunle liniare
intre variabile. Un coeficient de corelatie slab intre doua variabile semnifica doar
cd acestea suni independente liniar in timp ce poale exista o relatie de ordin
superior lui 1 (relatie neliniard).

Coordonata unui punct-variabild z; pe axa b; este mar mica sau egald cu 1 in
valoare absoluta (nefiind altceva decét coeficientul de corelatie al vanabilei cu
factorul v; considerat ca o variabila artificiala ale cérui coordonate sunt date de
cele n proiectii ale indivizilor pe aceasta axa, conform relatiilor de tranzitie). in

plus, in cazul datelor centrat-reduse, Zcor (h ) a’Ma-=1.
=1

1.2.2.4 Reconstituirea datelor initiale

Metodele de analiza factonala rezida toate pe reprezentarea geomelricd a unei
proprietdtt a matricilor dreptunghiulare si anume descompunerea in valori singulare.
Descompunerea a fost obfinutd de Eckart $i Young in 1936 pentru matrici
dreptunghiulare si generalizeaza lucririle lut Sylvester din 1889 relativ la matrici
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patratice; Gifi, 1990 mentioneaza, relativ la aceastd problematicd, si lucririle lui
Beltrami din 1873 si independent ale lw Jordan din 1874,

Descompunerea in valori singulare semnificd, in principal, ¢4, in conditii destul de
generale, 0 matrice dreptunghiulard poate fi reprezentatd in mod unic ca o ,sumi
optimald” (in sensul minimului celor mai mici patrate) de matnci de rang 1 (produse de
matrici coloana cu matrici linie). in cazul nostru, pomind de la relatia ¢=Yu, inmulfind

la dreapta membnii egalitdfii cu w'M™ i sumind dupi numirul de axe® se obfine

4 P
Y{Z“i u M"}=chu’j M. Dar ) u,u;M™" =1, cici uj sunt M"'-ortonormati deci
P J

=
P
Y= Zc u' M
At :
J=t

Relatia de mai sus se numeste formula de reconstituire a tabelului de date Y pornind
de la componentele si factoni principali. Analog, se poate reconstitui tabelul X si de
asemenea

p
MV=> iuuM’
J=

§l
V4
VM=) 4iaaM.

J=1

Daca M=I, adici in cazul metricii euclidiene, axele principale coincid cu factoni

principali §i, conform formulelor de tranzijie, se obfine formula de reconstituire
4 P
Y=chu} =Z\/zl—jvju;. cu v; vectori propni normafi ai matricii YY’ §i w; veclon

J=1 J=1
propri normati ai matricii Y'Y.

Daca in formula de mai sus sumarea se face doar dupa primii g<p termeni atunci se
obtine cea mai buna aproximare a lui Y printr-o matrice de rang ¢q in sensul celor mai
mici patrate (desigur dacd in sumarea de mai sus valorile proprii sunt ordonate
descrescator). Sa observim ci, privite doar din acest punct de vedere metodele de
analiza factonald se reduc la metode de compresie a datelor.

® Unii vectori proprii b pot si corespunda unei valori proprii nule; ei sunt atunci alesi astfel incét si
compleleze baza ortonormata formata din axele precedente.
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1.2.3 INTERPRETAREA SI CALITATEA REZULTATELOR UNEI
ACP

ACP construieste variabile not, artificiale §i reprezentéri grafice ce permit vizualizarea
relagitlor intre vanabile g1 a eventualelor grupe de indivizi §i de vanabile. Interpretarea
rezultatelor este o fazi delicata ce trebuie intrepninsi respectand urmatoarele etape:

- studiul calitatii reprezentarilor in planurile factonale;

- interpretarea rezultatelor pomind de la datele utilizate in ACP (interpretarea
Hinterna’™);

- interpretarea rezullatelor pornind de la indivizi §i / sau vanabile suplimentare
care nu au fost utilizate in construirea reprezentdrilor ACP (interpretarea
,.extema”);

- reprezentarea simuliani a indivizilor si variabilelor ce fac obiectul ACP.

1.2.3.1 Calitatea reprezentdarilor in planurile factoriale

Axele factonale permit obtinerea celei mai bune vizualizari aproximative (in sensul
celor mai mici pitrate) a distantelor dintre indivizi, de o parte §i intre vanabile, de
cealalta parte. in acest sens primul demers care se impune este legat de masurarea
calitatii acestei aproximari.

Se observa ca, daci ultimele p-qg valon propri ordonate in prealabil descrescator, ale
matricii 'Y sunt considerate ,.neglijabile” atunci, conform descompunerii in valon

9
singulare Y=Y"* = Z\[E v,u; in cazul metricii euclidiene. Aceasta inseamna ca cei np
J=1
coeficienti ai matricii Y pot fi reprezentati doar prin cei g(n+p) termeni ai sumei de mai
sus, ceeace reprezintd, din punci de vedere numeric, un castig important daca g<<p. Cu
aceslea o masura naturala a calitatn aproximani este dati de raportul:

>Y (%)
—_fJ
o ZZP.- pf-";

sau inca

u[(v')’DY‘j Zq:i,, ilﬂ-,

_ J- J

T TR (Y DY)

7-1
V4

A’J
J-1
conform
Lema 1.2-7.

Raportul 7, <1 se numegle rata inertiei (sau procentul de dispersie datorat pnmilor

q facton. Interpretarea sa ca masura a calilafii numerice a aproximarii este destul de
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clarda dar semnificatia sa statistici este delicatd. Intr-adevdr, din punct de vedere
statistic, interpretarea rapotului z, comporta doua aspecte:

- alegerea numirului de axe principale;

- gisirea intervalului de incredere pentru dispersia coordonantelor punctelor-

indivizi pe axa principal3 corespunzitoare.

Principalul scop al ACP constind in reducerea dimensiunii spatiului indivizilor,
alegerea numarului de axe principale ce trebuie refinut, adici a lui g, este o problema
importania care, din picate, nu are o solufie riguroasi. S3 remarcim, mai inainte de
toate, ca reducerea dimensiunii nu este posibila decat daci existd o redondanta intre
vanabilele x,.....x,; daci acestea sunt independente, ceeace este un rezultat important

in sine, ACP va fi neficienta in reducerea dimensiunii. Existd mai multe procedurt care
sd ghideze alegerea numarulw de axe (vezi Lebart et al., 1995). in cele ce urmeaza ne
vom opr asupra:

a) regulilor empirice, §i

b) cntenilor bazale pe anumite propnietiti statistice ale valonlor propni.

a-Reguli empirice

Regulile empirice se bazeaza pe forma secventei de valor propni; doua reguli, atnibuite
lui Cattell si respectiv Kaiser vor fi citate cu titlu istoric.

Regula ..cotului” (sau the scree-test introdusa de Cattell in 1966 (vezi, de exemplu,
Saporta, 1990) consti in studiul histogramei valorilor propni ordonate descrescator in
vederea decelarii unei schimban de pantd urmand a fi retinute acele valon propni, deci
numar de axe, aflate la stinga punctului , de discontinuitate” observat.

Fundamentarea criteriului cotului este data de observatia empirica ci valorile proprii
descresc regulat daca datele sunt putin structurate (variabilele nu sunt prea corelate intre
ele); se poate deci presupune ci a intervenit un factor de structurare de fiecare dati cind
diagrama valonlor proprii prezintd o schimbare evidenti de panta.

Al doilea criteniu empiric este cel enunfat de Kaiser in 1961 (vez, de exemplu,
Saporta, 1990) care recomanda retinerea acelor valon proprii superioare mediei tuturor
valorilor proprii (sa remarciam, conform

Lema 1.2-7 51 observatiei 2) din sectiunea 1.1.1, ci in cazul ACP normate media
valonilor este 1). Datoritd simplitafii sale acest criteriu este foarte raspandit si
implementat drept critenu standard in majontatea pachetelor de programe de analizi
factonala.

b-Criterii bazate pe proprietitile statistice ale valorilor proprii

Lucranle relative la studiul distribufiei valonlor §i vectorilor propri cat si lucrarile
relative la comportamentul asimptotic al acestor elemente sunt in numéar mare dar putine
rezullate sunt practic utilizabile. Cu exceptia mentiunilor explicite toate rezultatele ce
vor fi prezentate presupun cad observatiile, in numir de n, urmeaza o lege normali p-
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dimensionalad N, (p,X). Bartlett in 1951 propune o metoda pentru testarea egalitatii a p-

q valori proprii ale matricilor  sau R. Lawley in 1956 aprofundeazi studiul la cazul
celor mai mici p-g valori proprii ale lui X. Anderson, 1963 generalizeazi aceste
rezultate §i determina legile limita ale valorilor proprii fard sa presupuna in mod necesar
ca valonle teoretice corespunzitoare sunt distincte. El demonstreazi in particular,

pentru a testa egalitatea celor mai mici r valon proprii ij ale matricu de covarianti de

selectie coreclate V* =2V ci statistica

Y i

j=p-r+l

)

X*=nrlog

J=p-r+l

este asimptotic distribuitd z° cu

—1 grade de libertate.

r(r+1)
2

Legat de gasirea intervalului de incredere pentru dispersia coordonatelor punctelor-
indivizi pe axa pnncipald reamintim ci aceasta este egalda cu valoarea proprie
corespunzitoare (conform Lema 12-10). Daci valorile teoretice 4, ale lui X sunt

distincte, T.W.Anderson a aritat ca Jn—l(}:j—ﬂ.j) converge citre o lege normala

N (0,2,1}). Se deduce imediat ci intervalul de incredere cu pragul 95% este:

A, (1-196\2/(n=1)) < 4, < 4, (1+1,96/2/(n -1)).

Lungimea intervalului este o indicatie asupra stabilitdfii valoni propri fala de
fluctuatille esantionului presupus repartizat gaussian. Intersectia intervalelor a doua
valon propri consecutive sugereazd deci egalitalea acestor valori propni. Axele
corespunzitoare sunt atunci definite modulo o rotatie ceeace permile utilizatorulu si
evite interpretarea unei axe instabile dupa acest criteriu.

O imbunatitire a criteriului lui Kaiser este datd de Enachescu & Endchescu, 2000.
Acestia demonstreaza ca, in cazul analizei in componente principale normate 4, este
semnificativ mai mare ca unu daca

iste2/P71
n-1

Generalizin ale rezultatelor asimptotice ale lui T.W.Anderson la cazul ne-gaussian
se pot gasi, printre altit, in Davis, 1977 fira insi o utilizare practica.

Intervalele de incredere ale lui Anderson se refera atit la valonle propru ale
matricilor de covarian{d cat si la valorile propni ale matricilor de corelatie. Simularile
intreprinse au ardtat ca rezultatele obtinute sunt in general ,.prudente™: procentul de
acopenire al adeviaratei valori proprii este cel mai adesea superior pragului de
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semnificatie anuntat (Lebart et al., 1995). in orice caz, natura asimptotici a rezultatelor
ca §i ipoteza subiacentid de normalitate fac ca acestea s aiba doar un caracter indicativ.

Concluziondnd asupra calitétii reprezentirilor in planurile factonale vom spune ca
rata inerfiei defineste .puterea explicativd” a factorilor, ea reprezinta partea din
dispersia totald datoratd celor g factori refinufi. Aceasta apreciere trebuie s tind cont
atat de numarul de indivizi cét si de numarul de vanabile; o rata de inertie, relativ la o
ax3, de 10% poate fi o valoare importanti daca tabelul posedd 100 de vanabile §1 poate
fi o valoare neglijabila daci nu sunt decat 10 variabile. Rata inertiei este deci 0 masura
pesimisia a calitatii proiectiei imaginii euclidiene a indivizilor. Rata inertiei este in plus
o masura globla a calitaii reprezentani in planul factonal; ea trebuie completata cu alte
masuri, locale, ale calitétii acestei reprezentan.

Printre masunle locale cele mai ,,populare” se numara cea a cosinusulw pétrat a
unghiului dintre vectorul cu onginea in proiectia centrului de greutate a norului §t cu
varful in punctul-individ si planul factonial. Fundamentarea teoretica a utilizani acestei
masun se bazeazd pe faptul ca distantele intre puncte se deformeaza pnn proiectie cu
atdt mai pufin cu cit punciele sunt mai apropiate de planul in care sunt proiectate
(desigur, cazul in care punctele se afld pe o dreapti paralela cu planul de proiectie este
neinteresant in acest context). Valoarea acestei misun este datd de urméiloarea:

Lema 1.2-12 Calitatea reprezentdrii unui punct-individ A; in planul factorial
principal este
N el
cal (i) =
pX
J=1
Demonsiratie Fie 4; punctul considerat §i F; proiectia sa in planul factonal principal.

Conform definitiei componentelor principale. in ¥ . 4, are coordonatele (c,,,cz,,...,c‘p,.)

iar P, are coordonatele (c,,.c,,) .

Cosinusul unghiului dintre G4; si planul factorial principal este cosinusul unghiului
dintre GA; si GP, notat cu #. In AAPG dreptunghic in P, (din constructie)

- GP : oo 2 2 N
cos"0=— §i cum. conform teoremei lui Pitagora, GP = +ci, rezultd
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Un mod mai bun de a afla daca o observatie este bine reprezentata intr-un subspatiu
este de a da o interpretare statisticd patratului distangei la acel subspatiu. Astfel pentru
observatii repartizate normal, inertia globald este o sumi ponderatd de p varabile

P P
independente repartizate z;, adica I, =) 4,7, . Cum, in aceasta ipoteza E[/, |=) 4,

Jel =

P

si D’[1,]=2) 47 iar pe de alta parte distanta de la un punct-individ la planul factorial
J=1

principal este

d2 (A,.,{w eR’|w=ayu, +a2u2}) = tcf.,. =ilj;—fz’
P =

o modalitate de a da o semnificatie statisticd acestei distante este de a o compara cu o
combinaie liniard de z;. Utilizind intervalele de incredere de tip 20 se poate conchide
ci punctele aflate faja de planul factonial principal 1a o distan{d mai mare de

P
i,gn szAj
J=3 Jj=3

sunt prost reprezentate in acest subspatiu cu o probabilitate de 95% (conform Enachescu
& Enichescu, 2000).
Datoritd egalitdfii 4, = u#, (conform

Propoztia 1.2-3) masura globald a calitatii proiectiei imaginii euclidiene a norului
de puncte-variabile este tot 7, cu aceleasi observatii ca pentru norul de puncte-indivizi.
in ceeace priveste masunile locale trebuie sa remarcim ci, in cazul punctelor vanabile

intereseaza unghiunle dintre proiectiile vectorilor cu véfurnle in aceste puncte §i nu

proximitatea proiectilor in planul factorial principal (cercul de corelatie in cazul ACP
normate).

1.2.3.2 Interpretarea ,, internd”

Metoda cea mai naturalad de a da o semnificatie unei componente principale ¢ este de a o
corela cu vanabilele initiale x;. In acest sens se vor calcula coeficientii de corelatie
liniard cor(c,x;) §i se vor pune in evidenta coeficientii cu valon absolute mari. Valorile
acestor coeficienti sunt date de urmatoarea:

Lema 1.2-13 /n cazul unei ACP normate cor(c, zj) =JAu,

j-
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= 2 (conform Corolarul 1.2-3

) s(c)s(z,) Ji

si Lema 1.2-10). Dar cov(c,zj) =¢'Dz; =u'Z'Dz, adicd z/DZ este al j-lea coeficient al
vectorului (Z'DZ)u. Cum din definifie Z’DZ=R si cum Ru= Au (

Lema 1.2-8) rezultd cor(c, zj)= JIu, .

cov(c,zj) cov(c,z )

Demonstratie Din definitie cor(c,z,)

]

Corolarul 1.2-4 Cercul de corelatie principal este in spatiul variabilelor
corespondentul exact al planului factorial principal.

Demonstratie intr-adevar in ACP normata coordonatele proiectiei unui punct-variabila
B, sunt (dI b j) care, conform formulelor de tranzitie, sunt egale cu (\/Z a, J,\/Zaz j).

Dar in cazul unei ACP normate axele principale coincid cu factoni principali deci

(d,}.,dzj) = (\/Z”U,\/Zazj) = (\/Zu,j,\/};uzj) = (cor(cl,zj),cor(cz,zj)) conform Lema
1.2-13.
0
A spune ca ¢, este foarte corelali cu o variabild x; semnificd ci indivizii cu o
coordonati pozitivdi mare pe axa unu sunt caracterizali de o valoare a lul x; net
superioarid mediei (cici originea axelor principale este in centrul de greutate al norului
de puncte-indivizi). Reciproc, daca indivizii nu sunt anonimi pot ajuta la interpretarea
axelor si componentelor principale (vor fi evidentiati, de exemplu, indivizi opusi de-a
lungul unei axe).
O misura naturala a contributiei unui punct-individ la o axd factoriald este raportul
dintre dispersia individului si dispersia intregii axe. Din Lema 1.2-10 se cunoaste faptul

ca Zp,cf, = 4, deci contributia individului / 1a axa principalaj este cr, (i )= &'— .Cand
i=1 J
indivizii sunt anonimi (adica au toti ponderile p, =1) coninbutiile ..cr” nu aduc mai
multe informafii decit coordonatele acestora. Daci cei n indivizi au aceeasi pondere //n,
inertia unui punct variazi direct proportional cu distanta la centrul de greutate. Indivizii
care contribuie determinant la inerfia axei sunt cel mai departali de punctul mediu si
lectura coordonatelor factoriale sau vizualizarea graficului sunt suficiente pentru a
interpreta factorii in acest caz. Prezentarea indivizilor in planul faclorial permite sa
apreciem repartifia lor si si reperdm zonele de densitati mai mari sau mai slabe. Ca o
recomandare generala se va considera importanta contributia care depiseste ponderea p;
a individului (sau Y in cazul indivizilor anonimi). Dacd p si »n sunt marn atunci
componentele principale sunt deseori considerate ca fiind selecfii asupra unor vanabile
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2
- - . R . a C..
aleatoare repartizate normal de medie zero §i dispersie 4. In acest caz - este
j
distribuitd 7’ si o contributie mai mare decat 3’8% poate fi considerala semnificativa
cu un prag de incredere de 95% (conform Enichescu & Enichescu, 2000).

Considerarea contributiilor, cind acestea nu sunt excesive, ajutd la interpretarea
axelor. In mod normal §i aceasta in special pentru primele axe factonale, nu este de
dorit ca un individ s& aiba o contributie excesiva cici acesta poate constitui un factor de
instabilitate (omiterea individului poate modifica profund rezuliatele analizei). In cazul
unui sondaj (indivizi anonimi) contributia excesiva a unui individ este adesea cauzati de
eron de preluare a datelor. Pentru a pune in evidenta aceste anomalii (51 evident pentru a

le elimina) C. si D.Enidchescu recomani urmatorul test empiric in cazul unei ACP
normate:

daca patratul distantei de la un punct-individ la centrul de greutate al norului

este mai mare decdt p+2 ,Zi,{f atunci observata respectivid poate fi
i=1

consideratd o valoare aberantd.
Intr-adevar, daca observatiile sunt normal distribuite, /, este 0 suma ponderaté de p

14
variabile repartizate z’ cu media Zi,. = p (datoritid datelor centrat-reduse) si dispersia

=1

14
ZZ A? . Considerand intervalul de incredere de 95% pentru I, se obtine marginea din
i=1
recomandarea de mai sus.
Daca observatiile sunt independente atunci 4, estimate pe baza acestor observatii

P
sunt de medie 1 si satisfac egalitatea ) 4°=p+2) r’. Deoarece media pitratului

=1 i>j

coeficientului de corelatie intre doua vanabile normale independente este %—l rezultd

n-1

in cazul independentet observatiilor, o putem rafina inlocuind-o cu p+2 ’2p(l +p_—:]
n —

sau p+2.8,/p pentru n mare.

E o, -1 . . . . .
ca E[Z/l,‘]: p+£(L—). Revenind la marginea pentru valon aberante gasitd mai sus,
J=1

Analiza unui nor de vanabile facindu-se pomnind din origine, vanabilele pot fi toate
situate de aceeasi parte a unei axe facionale. O astfel de dispozifie apare atunci cand
toate vanabilele sunt corelate pozitiv intre ele. In acest caz ¢), pnma componentd
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principala defineste un factor de talie. Conform teoremei lui Perron’ (vezi, de exemplu,
Demidovitch & Maron, 1973) ¢; este atunci corelatid pozitiv cu toate vanabilele §i

P n
indivizii sunt ordonati pe pnma axid principald crescitor dupd mediile {‘72 y,.j}

J=1 i=1
Ortogonalitatea axelor face si nu existe decat un singur factor de ,talie”. A doua
componentd principald diferentiazd atunci indivizii de ,talie” comparabild §i aceastd
componenta se va numi factor de formd.

~ 3y,

1.2.3.3 Interpretarea ,, externd”: variabile §i indivizi suplimentari

Interpretarile interne au dezavantajul ci sunt tautologice: se explicid un rezultat cu
ajutorul datelor care au servit la obtinerea lui. Riscul care apare intr-un astfel de caz este
acela de a confunda un artefact introdus de metoda cu un fenomen semnificativ. Din
contrd, dacd se gisegle o corelatie puternici intre o componentd pnincipali §i o vanabila
care nu a fost utilizald in analiz3, caracterul probant al fenomenului va fi mult mai
ndicat. De unde practica curenti de a imparti in doud mulfimea variabilelor: o parte din
vaniabile, numite active, vor fi utilizate pentru determinarea axelor principale i cealalta
parie a varnabilelor numite pasive sau suplimentare sau ilustrative, care vor fi corelate a
posteriori cu componentele principale. in plus, variabilele active, definite intr-un spatiu
si utilizate la calculul planurilor factonale, trebuie si formeze un ansamblu omogen ca
textura (trebuie, adici, s aiba aceeasi naturd) pentru ca distantele intre elemente si aiba
un sens. Pentru a interpreta similitudinile intre elemente acestea trebuiesc sa fie
omogene §i in confinut, adicd s3 priveascd o aceeasi temd; se compari obiectele dupa un
anumit punct de vedere si nu utilizdnd fari discernimaint toate atributele cunoscute si
adesea disparate. Variabilele suplimentare nu sunt insid supuse acestor conditii de
omogenitate.

Un tratament analog se poate aplica i muljimii indivizilor distingand intre indivizi
activi §i indivizi suplimentari care nu participa la calculul matricilor de covananta /
corelatie). Indivizii suplimentan permt verificarea ne-tautologici a ipotezelor formulate
asupra indivizilor activi dupa o ACP.

Se noteaza cu Y € M (R) cele s vanabile (coloane) continue ilustrative §i cu
Y. e M (R) cei ¢ indivizi (linii) suplimentari. Dupa eventuala normare a datelor

suplimentare, coordonatele noilor variabile pe axa j sunt componentele vectorului
(Y') v, sau(z') v

1ar coordonatele noilor indivizi pe axa j sunt componentele vectorului
(Y.)u, sau (Z,)u,.

J

" Daci o matrice palratica si simetrici are to}i coeficien{ii pozitivi atunci valoarea sa proprie cea mai mare
in modul estc pozitiva, ridicini simpla a ecuatiet caracteristice §i 1 se asociaz un vector propriu cu
componente poziive.
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Daci variabila suplimentara este nominala transformarea de mai sus nu mai poate fi
aplicata. in aceasta situatie, analiza unei variabile nominale suplimentare nu se mai face
in R"ci in R?. Fiecare modalitate a vanabilei nominale este reprezentatd in spatiul
indivizilor prin centrul de greutate al subnorului de puncte-indivizi care au ales
respectiva modalitate.

1.2.3.4 Reprezentarea simultand

Analiza norului de variabile este dedusa din analiza norului de indivizi: reprezentarea
vanabilelor pe axele factonale in R” ajuta la interpretarea axelor factoriale in R”gi
reciproc. Cei doi nori nu folosesc insé acelasi reper ceeace face imposibili reprezentarea
simultani a indivizilor si vaniabilelor. Astfel:
- in spatiul R”, reprezentarea norului de »n puncte-indivizi se face in reperul
{G,u,,...,up}. Reprezentarea indivizilor in planul factonal furmnizeazi cea mai

buna vizualizare aproximativa a distantelor intre indivizi. Vecinatatea indivialor
in planul factorial se interpreteazi in termem de similitudimi de comportament
fata de vanabilele observate:

- in spatiul R", reprezentarea norului de p puncte-vanabile se face in reperul
{O,v,.....v,}. Reprezentarea variabilelor in cercul de corelatie furnizeaza o

sinteza graficd a matricii de corelatie. Vecinatatea variabilelor in planul cercului
de corelatie se interpreteazi in termeni de corelatii.

Fata de cele de mai sus suprapunerea celor doud planun factonale este lipsita de
sens; trebuie si ne ferim a interpreta distanta dintre un punct-individ si un punct-
variabili deoarece aceste puncte nu fac parte nici din acelasi nor, nici din acelasi
spatiu si nici nu sunt reprezentate in acelasi reper.

Daci insa se considera in loc de puncte-variabile directii de vanabile in R”, atunci
se pot reprezenta simultan. in acesl spatiu, atdt punctele-indivizi cit §i vectoni
reprezentand variabilele.

in spatiul R” al celor n puncte-indivizi, dupa transformarea tabelului de date,
dispunem de doua sisteme de axe:

- vechile axe unitare {el.....e p} corespunziand celor p vanabile inainte de analiza

st reprezenland sistemul de axe de refenntd pentru coordonatele inifiale ale
indivizilor (cu ¢ = (O,..lj,.,O) j=Lp).
- noile axe unitare {ul,...,up} formate din axele factonale.

Posibilitatea uner reprezentan simultane rezida in acest context in proiectia, ca
individ suplimentar, a vechii axe e, pe noua axa u, . Coordonata proiectiei lui ¢; pe u,

este e u, =u, . Este asifel posibil sa se reprezinte in R” direcliile date de vanabilele
initiale pe planul factorial al norului de indivizi; aceste directii pot fi matenalizate prin
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vectori unitari. Acesti vectori constituie reperul oniginar in care a fost construit norul de
indivizi. Acesti vecton sunt deci ortogonali doi cite doi (este acum evident faptul ca
aceastd reprezentare a variabilelor este diferitd de reprezentarea norului de variabile
descrisd mai sus). Ceeace se va numi reprezentare simultand este deci proiectarea
reperului ortonormat al axelor de origine in planul factonal al norului de indiviz.

Se reaminteste cd, in R”, in metnca euclidiani, coordonata variabilei j pe axa k este
egald cu coeficientul de corelatie (conform formulei de tranzitie) intre variabila si factor
§i este d,; =fﬂ:u,g. Cei doi noni de variabile nu coincid; ei diferd unul de celilalt, pe

fiecare axa, pnin coeficientul de dilatatie \/2_,‘ )

in cazul reprezentarii simultane, care este de fapt o reprezentare in R”, distanta
dintre doud vanabile nu se interpreteazi in termeni de corelafie deoarece este vorba de
extremititile unor vectori ortonormati (distanta egala cu 2 in spatiul complet).
Interpretarea distantei intre doud variabile (in termeni de corelatie) nu se poate face
decatin R” (sa observam totusi ca norul proiectat al extremitatilor vectorilor unitan din
R? s1 norul extremitatilor vectorilor vanabile in R” au, in general, forme aseminitoare
mai ales daca vectorii propni sunt comparabili, deci dilatirile sunt putin deformante).
Tinand cont de aceste consideratii, este licit s comparam, in reprezentarea simultani,
pozitia a doi indivizi fatd de ansamblul vanabilelor, sau poztia a doua vanabile fati de
ansamblul indivizilor. Astfel, directia unei variabile defineste zone pentru indivizi: de o
parte indivizii ce iau valon mari pentru aceastd variabila si, in partea opusd, indivizii
care 1au valon mici. Ne vor interesa distantele intre indivizi in directia vanabilei. La
intersectia axelor se gésesc valorile medii ale tuturor vanabilelor.

1.2.4 ANALIZE NEPARAMETRICE

Metodele de analizi neparametricd nu diferda de ACP decat printr-o transformare
preliminara a datelor. Aceste metode sunt recomandate atunci cand datele preliminare
sunt heterogene, dau rezultate foarte robuste §1 se preteazd la interpretini simple in
termeni statistici.

1.2.4.1 Analiza rangurilor

in analiza rangurilor tabelul initial este transformat in tabel de rangun. Observatia i a
vanabilei j constd, in acest caz, intr-un clasament g, este rangul observatier / in
ordonarea crecitoare a celor n observafii inifiale. In aceste conditii, distanta intre doud

variabile q, si q, este definitd de formula: dz(qj’qk):mz:(%_qﬁ)z
i=1

(recunoagtem in aceastd formuld complementul faid de 1 a coeficientului de corelatie
Spearman.

Utilizarea rangurilor este justificatd in urmatoarele contexte:
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— datele initiale sunt ele ingile un clasament, in care caz acest tip de analiza se
impune;

— scénle de masura a variabilelor pot fi atat de diferite incit operatia de reducere
practicatd de analiza in componente principale normate nu este suficienta. in
plus, operatia de normare, nu reduce, de exemplu, nesimetria distributiilor. in
fine, atunci cind este mai interesant sintetizarea unei familii de clasamente decat
a uner mulfimi foarte eterogene de mésuratori;

— ipotezele a priori facute implicit asupra masuritorilor sunt mult mai slabe §i in
consecinii mai putin arbitrare; legea de repartitie a distantelor este acum
neparametncd; dispunem deci de pragun de incredere care nu mai depind decét
de ipoteza de continuitate asupra distributiilor observatiilor, mai plauzibila decat
cea de normalitate;

— in fine, reprezentirile obfinute sunt robuste, putin sensibile la existenta valonlor
aberante, ceeace este adeseon o calilate apreciabila.

Regulile de interpretare se deduc din cele ale analizei in componente principale
deaorece aceasta este analiza ce se aplicd dupa operatia de transformare in rangun (sa
notdm ci, in acest caz, nu este necesard reducerea tabelului de date deoarece toate
rangurnile au aceeasi dispersie). Proximitatea intre doud variabile se interpreteazi in
termeni de corelatie a rangurilor: dou3 variabile sunt apropiate dacé prezinta clasamente
asemidnitoare ale observafiilor inifiale; doud varabile sunt departate dacd prezinta
clasamente practic opuse ale observatiilor initiale. Doud observatii vor fi apropiate daca
au ranguri similare pentru fecare variabild S3i mai notim ci, in reprezentarea
simultand, se poate avea o idee asupra intregului clasament al observatiilor pentru o
vanabild examinandu-se pozitille respective ale acestei variabile §i mullimea
observatiilor.

in fine, caracterul neparametric al reprezentarii oblinute permite efectuarea de teste
de validare asupra valorilor proprii. Distributia valorilor proprii obtinute din analiza
unui tabel de ranguri nu depinde decit de parametni » §i p, numarul de lini §i de
coloane al tabelului. Este posibil si procedam la o listare a pragurilor de incredere a
valonlor propni.

1.2.4.2 Analiza in componente robuste

Cniteriul de ajustare al celor mai mici patrate este in mod particular adapiat distributiei
normale. in cazul unei distributii uniforme (cazul analizei rangurilor) acesta tinde sa dea
o importantd excesivd observatiilor extreme. Pentru ca analiza si fie mai robusta
distributia uniforma a rangurilor este ,,normalizata”.

Fie cea de a k-a observatie din n observatii ordonate crescitor si fie F functia de
repariifie normalid. Se inlocuieste observaha de rang k& prin valoarea y, dati de

transformarea y, = F' (LJ unde F! este inversa functiei de repartitie normala.
n+
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Pentru n mare, transformarea este echivalenta cu inlocuirea celei de a k observatii cu
media celei de a k observatii intr-un esantion ordonat de » valon normale.

1.2.5 ALTE METODE DERIVATE

Numeroase tehnici sunt direct derivate din analiza in componente principale; variantele
neparametrice din paragraful precedent sunt un astfel de exemplu.

Unele prezentiri ale analizei de corespondentd considerd aceastd metodd ca o
analiza in componente principale particulard. Aceasta este posibil daci se trateaza cele
doua spatii (al liniilor §i al coloanelor) separat, dar nu aceasta este optica aleasi aici.
Acest tratament separat mascheaza unul din aporturile metodologice fundamentale ale
analizei factoriale descriptive. Analiza in componente principale, fie cd este vorba de
analiza normati sau nenormat3, analizeaz3 indivizii in raport cu centrul lor de greutate
si vaniabilele in raport cu originea axelor. Aceasta asimetrie de tratament corespunde la
domenii de aplicatie specifice §i induce reguli de interpretare particulare.
Descompunerea in valon singulare (sau inca analiza generala, sau teorema lui Eckart &
Y oung) formeaza miezul teoretic comun al celor doud metode.

Vom cita printre melodele denivate analiza partiald a corelatiilor sau analiza cu
variabile instrumentale (Rao, 1964). In acest caz se urmarete nu numai eliminarea
efectelor eterogenitatii variabilelor (prin centrarea si reducerea lor) ci i a efectelor
celorlalte varnabile printr-o regresie multipla prealabild. Analiza logantmica
(Kazmierczak, 1985) este o analizi in componente principale nenormate a tabelului
(dublu centrat pe limi1 51 pe coloane) valonlor initiale logaritmate. Aceastd variantd
poseda propnetiti de stabilitate §i robustete interesante.

in fine, alte tehnici cum ar fi regresia pe componente principale sau clasificarea pe
facton sunt mai degrabi tehnici complementare decit derivate.

1.2.6 ALTE DEMERSURI

Descompunerea in valon singulare este o proprietate a tuturor matricilor
dreptunghiulare. Ea se bazeaza pe distante euclidiene, adici pe forme patratice pozitiv
definite §i pe aproximan ale spatiilor vectonale prin minimizarea unui criteriu legat de
distante. Sunt posibile i1 alte demersuni care modifica tipul de distantid, sau natura
subspatiilor sau amandoud Desigur in acest caz multe din propretitile matematice
simple ale analizei bazate pe metrica euclidiand nu se mai regises: unicitatea
descompunerti, simetria rolurilor jucate de lini i1 de coloane, simplitatea formulelor de
reconstrucfie, pozlionarea naturald a vanabilelor suplimentare. Alte criterit de

aproximare pot fi totusi utile. in locul metodei celor mai mici patrate min {Zef} (norma

.L>7) se poate utiliza, de exemplu metoda celor mai mici valon absolute min{Z]eJ}

(norma ..L;”) care induce distanja ,.city-block” (pentru contributii la acest punct de
vedere se recomanda, printre altele, culegerea editata de Dodge, 1987).
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intr-un spirit putin diferit Meyer, 1994 enunta un algoritm pentru a aproxima (in

sensul celor mai mici pitrate, adica in L;) o matrice de distante de tip L, cu o matrice de
disimilaritate data.

Pentru a studia anumite tabele de contingentd, in spetd tabelele de schimb,

Domenges&Volle, 1979  propun  utilizarea  distantei  lui  Hellinger:

d*(x.y)= Z(J}T - )2 (,,analiza factoriala sferici™).

in fine, fira a schimba nici metrica nici criteriul de aproximare, se pot aproxima alte
suprafete decit hiperplanele. Astfel, in cazul analizei in componente principale normate
care este, in spatiul R”analiza punctelor situate pe o sferd, Falissard, 1995 propune
aproximarea unei hipersfere.

1.3ANALIZA CORESPONDENTELOR SIMPLE (ACS)

Prezentatd sub acest nume §i dezvoltatd in Franta de J. P. Benzécrni (1969), metoda are
precursori pe Guttman (1941) si Hayushi (1956).

Analiza corespondentelor este 0 metloda adaptati tabelelor de contingentd permijand
studiul relatiilor existente intre doua sau mai multe variabile nominale (discrete).

Distingem intre:

- analiza corespondentelor simple (ACS) in cazul studiului relatiilor intre doua

vanabile nominale;

- analiza corespondentelor multiple (ACM) in cazul studiului relatiilor intre mai

multe vanabile nominale.

Definitia 1.3-1 Se numeste tabel de contingenid (sau de dependentd, sau incrucisaf)
un tabel ale carui linii, respectiv coloane desemneaza doua partitii ale aceleiasi mulfimi,
partitii date de modalititile a doua variabile nominale.

Fie & s1 ¥ variabile nominale cu n respectiv p modalitati descriind o multime
de k indivizi.

Fie K - tabelul de contingentd cu » - linii, p - coloane si elementele , = numarul
de indivizi avand simultan modalitatea i a variabilei X si modalitatea ; a variabilei
Y.

Se noteaza

k, =Zky. Dk =Zk,.} ; k=Zk,j
J ! )

si cu

k,
fy=70 f,-.=Zf,.j; f}.:ng_
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frecventele relative (observatie Z Si=1.
iy

Grafic tabelul se prezinta Y Yy, v, ey
- 14
X, : k.
X, : k.
X k k;
X, k,
k, k,-- k, ok, k

Doua lectun sunt posibile, dupd cum este privilegiatd una sau alta dintre vanabile:

"_:]—’-,, i:i,_n
pe linii, cu frecventele {—’—} , Tespectiv pe coloane, cu frecveniele {A}
Jj=Lp JJip
1.3.1 SCHEMA GENERALA A ACS
Analiza corespondentelor simple revine la efectuarea unei analize generale a unui nor de
puncte ponderate intr-un spafiu cu o metrica speciala.
1311 Geometria norilor 5i elementele de bazd

Fie F matricea nx p a frecventelor relative;

D, =diag(f,) matricea nxn cu diagonala principald continind marjele
linitlor
D, = diag( f }.) matricea px p cu diagonala principald continand marjele
coloanelor.
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1.3.1.2  Alegerea distantei §i a metricii

Este firesc sd ne gandim la distanta euclidiani intre profilurile linie, respectiv profilunle
coloana:

#60)-3[L-L]

si analoaga.
Aceastd distantd favorizeaza coloanele care au 0 masd f, importanta. Pentru a

remedia acest lucru cit si din alte considerente (discutate mai jos) se pondereazi fiecare
diferenti cu inversa masei coloanei obtinindu-se distanta y°

s {47

-5

Propozitia 1.3-1 Distanta y° este invariantd la agregarea liniilor, respectiv a
coloanelor cu acelagi profil.

si analoaga

Demonstratie

i: i

Figura 1.3-3 Echivalenta distributionala: invariania distanielor intre coloane fafi de agregarea liniilor
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o2 6 (s Y 1 (f £ a1 (f,
d (i N=N—| Lo | p |l _Jwr ) - S e —| L
(1) Zf(f f,,]+f,,[f, f,.,]+_n,.[f,. f]+zf[f
ar s = 1 f; _f;’ 2 1 fw_ f'_of 2 . . f;’ fy 2
@ ‘“’ZEZ[fTJ f—[f—f—] ZT[T?J -
Dar £=£=rj,(v)j=r cdci liniile au acelasi profil. Pe de altd parte, prin

R

agregarea liniilor i, 1 i, ©

n+n =n(v)j=Lp=>

Sut Loy =L () _ 1y
j;',-+j;,-:fio. i

S Sty _mytny ’J‘("&~+"iz-)

cacl n, =nr.n =nr, §i—== = =

J Wy

=r. .
f,.o, f,.]_ + f,.z_ n.+n, (n.. +n|1_) /
Asadar :

2
1S S Sl v [ S
A(i)= — | DL D | _ o () D | 2 L
W f[f fJ f"'[ :-]f, []
2 r 12 r 712
1Sy S S| 1 (L) ] roor
A )=—| 2L 2 | o 22l | 2 | | = | L | =fB
:) f,-z.(f, ff] f'z'[ 'z']ff [f,z.]f,« & RS &
= A(i)+ A(i,) = f, B+ [, B=(f, + 1, )B=/,B
2 - 12 - B
1 (S Ju |l 1 (L] ] ror
Ali))=—| 2L D0 | g |2 8 | o | Lo |- B
) fh{f, f] £l fq,.]f, [f]f A

= A(i,)+ A(i,)=A(i,)=>d* (4, /) =d?(J, ')
Analog pentru invarianta distantei intre liniile profil la agregarea coloanelor.

(8]

Observatii

a) Propnetatea demonstrati in propoatia de mai sus se numeste principiul
echivalentei distributiilor. Distanla euclidiani nu are aceasid proprietate.
Distan{a Hollering poseda aceasta proprietate.

b) Echivalenta distributionala permite agregarea a doua modalitati ale aceleiasi
variabile cu profile identice (ceeace face ca in R’ ele sa se confunde) intr-o
noud modalitate cu o pondere sumatd fird insd a afecta prin aceasta nici
distantele intre modalitatile vanabilei, nici distantele intre modalitatile celeilalte
variabile.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Figura 1.34 Echivalenia distribujionala: puncte-linii confundate

Din punct de vedere practic aceasta proprietate este fundamentald deoarece
garanteaza o oarecare invariantd a rezultatelor fatdi de nomenclatura aleasi

pentru constructia

modalitatilor unei

variabile, cu condifia

regrupani

modalitdtilor aseminatoare. Nu se pierde astfel informatia pnin agregarea unor
clase s1 nu se cagtigd informatie prin divizarea claselor omogene.

¢) Metnca spafiului R”,

M=D,

d) Cum profilurile-linie, respectiv profilurile-coloane au mase {f,}'

{f, }jfl

. matricile de pondere sunt N=D

respectiv. R” este in acest caz M=D;‘, respectiv

_,» Tespectiv

respeciv N=D .

Tabelul 1.3-1 Tabel recapitulativ cu elementele de bazi ale unei ACS

Norul de » puncle-linie in

Elemente de baza

Norul de p puncte-

spatiul K” coloana in spatiul R”
Y ip Matricea X 7 =i
X=D'F= {_'} (tabelul) X=D'F={2%
s ? £ -
. J=L
M=D Metnca si distanta M=D;
1 7
& (i) = Z (—’-L ()= L L
VA =ACRA
N=D, Ponderea N=D,
(Masa)
65
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masa liniei i: f, I masa coloanei ;: f
Lema 1.3-1
a) Centrul de greutate al profilurilor
linie este coloand este
X =(firn 1) Xo, = (e ty)

b) Inertia globald a norului de puncte-linie, respectiv puncte-coloand mdsoard
ecartul fati de legea empirica f; si f, f,.

Demonstratie
/i
. . : ’ f.
a) Din definitie X; =X"-N-1 cu ponden normate X, =(D;‘F) D -1, = ‘:2
7,

e A
Xs :(DPIF) DP '1p+l = :2
S

b) Din definitie I, =) p,d*(i.G,) respectiv I, => p d°(}.G,)

J

2¢; 1( 7 1, 5t
I, =Zf,,dl(z,G,)=ZZfi_.T é_fj —ZZ%
respectiv ’

SR Sy Ak

Reammtlm cd doua vanablle a]eatoare discrete luand n . respectiv p valon, cu

distributia de probabilitate comuni {py}:; si distribufiile marginale {p.} respectiv

{p_ j} sunt independente < p, = p, p..(V)i,j ceea ce se traduce in termeni de estimatii
empirice a acestor distributii in
Ji=11;
Statistica testulw
Hy: p,=p.p, (V)i.Jj
66
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H,: (3i p,#zp.P,

2
este X* =kzz(f” it ) care, conform demonstratiel lui K. Pearson ~ ;((2"_,)(’;,)

iy
J LA}
dacd volumul de selectie pe baza ciruia au fost estimate f;, adicd &, tinde la .

Aceasla este motivatia pentru care distania folositd in ACS se numeste y’ si misoard

cat de “independente” statistic sunt liniile fati de coloanele tabelului de contingenta K
(1 reciproc).

13.1.3 Criteriul de maximizat §i matricea de diagonalizat

Donm sa reprezentam grafic proximitatea intre profile. Ne plasam, pe rand, in cele doua
spatii in centrul de greutate al norului corespunzitor. Este o particularitate a ACS, in
comparatie cu ACP, echivalenta dintre analiza generald si tabloul necentrat (adica cu
originea Q) si tabloul centrat (adici cu onginea in G ) cu conditfia sd neglijam, in primul
caz, axa factoriala care uneste pe O cu G (aceastd axa este asociata valoni proprii egala
cu unu, numita valoare proprie triviald). Pentru simplificarea calculelor vom intreprinde
analiza generala pe tabloul necentrat in R? spatiul profilurilor-linie.
Conform celor anterioare

mfv({zl: f.d? (1,0)}

uD ;','u =1
uMu=1
= u vector propriu al matricii S =F'D,'FD’ asociat | X'NXMu = Au | celei mai mari
¥ =XMu

valori proprit A=1.
Analog, in R”
2 V'MV = ]
max f.d”(j,0
v {Z A0 )} XNX'Myv = lv

v'D'p'v =1 ¢=X'Mv
= v veclor propnu al matricn T= FD',’,'F'D;l asociat celei mai man valori propnmi
A1,

Propozitia 13-2 ACS pe tabelul centrat este echivalentd cu ACS pe tabelul
necentrat.
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Demonstratie Pentru fixarea ideilor si rafionam in R” . Se observi ci

17t ) 1
X, D)%, =1 caci D)xs =|ilp Y7, =xg|i|=1
—_ =
M ] ¢ J 1
: fifs . 1S
Sx; =X cici sﬂ,=2#, iar Y s, X, =sz}fj -,
i el 7 7 oi Jidy

alifel spus x; este vector propriu M -normat al matricii S asociat valorii proprii 4 =1.
S&-1 notam cu w, = x; . Din constructia spatiului H
uMu,=0 a=2p
unde
u,Mu_ =1
Se noteazi cu S° matricea obtinutd prin centrarea tabelului X . Se observa cid
S°=8-x; x5 -D,)=S—u -uM

S°u, =Su_ —u,-uMu_=Su,=4u, , a=2p
S°u, =Su, —u,-uMu, =u, —u, =0=0-u,.

Asadar w°,=w,, 51 A°, =4, , a=lLp-1
u’, =u, 5 A°,=0g9 4=

L/

Asadar in R”, analog in R”, ACS pe tabloul centrat cu termenul general

I

este echivalentd cu ACS pe tabloul cu termenul general fy :

0
Observatii
a) In ACS punctele sunt continute in hiperplanul # de dimensiune p—1 (pentru

R?) datonta faptului ca Z% =1 (V)i=Ln

b) )Cum D x, =D f =1=G eH
J J

68
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ii) Cum x; Mx; =1=>G; se afld la distanti 1 de origine. Cum <0GI’XG, >M =0
céci (x—xG’) Mx, =Zx,—ZxGhj =0 cici xe & deci ij =1.
J J J

iii) = 0G, L #

Figura 1.3-5 Analiza in R’
ACS in raport cu originea ACS in raport cu centrul de greutate al
axelor initiale norului

in analiza in raport cu originea, prima direclie u, esle axa ce leagd originea de

centrul de greutate al norului §i este ortonormala pe 7/ . Inerfia proiectatd pe aceasta
axd este 1, egala cu distanta dintre O $1 G, deoarece toate punctele norului se

proiecteazd pe aceastd axa in acelagi punct G,. Urmatoarele p—1 axe (uz,u3,...,up)
confinute in 7 constitute o baza definind directii de inerfie maxima ale norului. Ele
coincid cu primele p—1 axe ale ACS in raport cu G, §i (u°,,u°2,...,u°p,,). in aceasta
analiza, a p-a axa corespunde lui u, = OG, si nu indica nict o directie in % deoarece
nu este continuta in 77 . Inertia sa (valoarea propne asociata) este nula.
1.3.1.4  Axele factoriale
Presupunem cd p <<n. Conform analizei generale:

in R’ in R”
Matricea de diagonalizat
S=FD,'FD ;-l T= FD;l FD]
Axele factonale
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Su, =4u, Tv, =4V,
Coordonatele factonale
v, =D,'FD 'u, ¢, =DFD'v,
Jy Ji
W, = u,. Puai = Z Vai
277" St

Lema 1.3-2 Coordonatele factoriale sunt variabile cu media empiricd 0 §i dispersia
empiricd 2, .

Demonstratie
Z fvi=v.Dy,=u,DFD,'DD,FD,u, =u,D,FD,'FD u, =u,D Su, =

=u,DAu, =4 u.Du, =2,
]

Analog pentru Y 1 p2 =4,
-

Datonta echivalentei dintre ACS necentrali si ACS centrati

wa.,, ZfZ(——fJ ” -—Zqua,—
e

J

1.3.1.5  Relatiile intre cele doud spatii
Analiza generala a aratat ci matricile S §i T au aceleasi valon propni nenule egale cu
0, 4,, 51 ca intre vectorii proprii normati u_ ai lui S asociati lui 4, si vectorii proprii
normati v, alui T asociati aceleiasgi valor propni exista relatiile :

1 -1 ] -
v,=—=FD u, . uw,=—FD v,

inlocuind in formulele coordonatelor factoriale :
A
= \/ZD;IVU (pe componentele y_, = ‘[— N2y )= 1p W=V,
£, VA
[2.
respectiv @_ = \/ZD;'ua (pe componentele ¢, = N u,) = —]—D Q. =u

1 AT
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care inlocuite in formulele coordonatelor factoriale dau formulele quasi-baricentrice
1

V. :FD;IFQG Q, :%D:F"‘a

1 J;
= \/’ng' P, \/TZ Y ai

=1 'j

Astfel, modulo coeficientul de dilatatie %, proiectiile punctelor unui nor
sunt, pe o axi, coordonatele baricentrice ale proiectiilor punctelor celuilalt nor.
J=lp
Matricea cu termenul general {—’} ce exprimd coordonatele unui punct i pe
i- ,':i:;

baza tuturor punctelor j este matricea profilurilor linie.

Lema 1.3-3 Valorile proprii sunt subunitare (4, <1,(V)a).
D tratie Di Y3 = fy
emonstratie Din 4y, —ZT%j =
;i

, S 1,
mintpn |23 S VAo <maxien, }3. 7
1 1

m'ax (\/Zl//a,)_ém?x((oaj)
Analog
max ({2, 9,,) < max(y.,)
Cum 4,20, mjax(\/ﬂ.—a(paj)Smfx(q)aj)D A, <1

O
Relatiille quasi-barnicentrice justificd reprezentarea simultani a liniilor §i a
coloanelor.
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[ e
e p coloanc
r lini tabehl
' de
norul de n puncte contngenti de p puncte
inRY inR”
)
A .
[ 9 094 ., o
gl‘ A ‘.(‘:---a

\57:7«/

relatii quasi- banccntnce

\J

V.

reprezentare smmultan3
Figura 1.3-6 Schema reprezentani simultane

Ramane in continuare valabild observatia de la ACP legata de faptul ca distanta
dintre un punct-linie §1 un punct-coloana este lipsita de sens deoarece acestea sunt in
spatii diferite. ACS ofera totugi posibilitatea de a pozitiona i interpreta un punct dintr-
un nor in raport cu punciele din celélalt nor.

1.3.2 REGULI DE INTERPRETARE A REZULTATELOR
e Inertia
Maisuriand distanta de la independenta statistica, /; =0 si A4 2 A, semnificad puncte
grupate in jurul lui GG intr-o forma aproximativ circulara (nu exista directie privilegiata)
generata de profile independente statistic.

A4, — 1 semnifica o dicotomie a punctelor.
A.A. > 1 semnifica 3 sub-nori.

Daca 4.4,...4,,—1 atunci existd o corespondentd aproape biunivocd intre
modalitafile variabilelor
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Inertie slaba

1.
INDEPENDENTA
- Is=0

- A4,

1
‘Qt’/

2. DEPENDENTA
- I;=0

- A4

Inertie mare

3. DEPENDENTA
- 1,>0

- A2

Forma ,,sferici”

4. DEPENDENTA
- 1;>0
A> 2,

Forma ,,ne-sferica”

Sa considerdm cateva forme clasice de nori de puncte pentru a arita cum poate fi
reorganizat tabelul de date corespunzitor pornind de la proiectia acestora.

In cazul norului de puncte impartit in doi sub-nori, tabelul de date poate fi
reorganizat prin ordonarea coordonatelor liniilor si coloanelor pe primul factor. Se

obtine schematic:

,4.,_:~ _" __I:_ATB—
« s [ F.;

Figura 1.3-7 Norul de puncte imartit in doui

Pot exista situatii in care analiza separati a celor doi sub-nori definiti de tabelele

corespunzatoare (I, J)) si (I2, J,) s fie interesanta.
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in cazul norului de puncte impirtit in trei sub-nori, tabelul de date poate fi
reorganizat analog prin permutarea liniilor si coloanelor; el poate face de asemenea
obiectul unor ACS separate.

Figura 1.3-8 Norul de puncte impirtit in trei

Se poate intdlni situatia in care norul de puncte are o formé parabolicd. Permutand
liniile si coloanele, tabelul poate fi reordonat sub forma unei matrici diagonale relativ
incarcate:

Figura 1.3-9 Efectul Guttman si structura posibila a tabelului

Aceasti situatie pune in evidenta efectul Guttman care corespunde unei redondante a
celor doua variabile: cunoasterea liniei / permite deducerca coloanei j. Toatd informatia
este dati aproape in totalitate de primul factor.

Matricea asociatd tabelului nu este, totusi, de rang | si dispunem de p-/ factori; al
doilea factor este o functie de ordinul doi de primul factor, al treilea factor este o functie
de ordinul trei, etc. Informatia data de axele de rang superior traduce acelasi fenomen,
totusi examinarea celui de al doilea factor rafineazd interpretarea primului factor
(conform lui van Rijckevorsel, 1987).

in general efectul Guttman apare atunci cind variabilele sunt ordonate (variabile
continue transformate in variabile nominale). O axi (adesea prima) opune valorile
extreme iar o altd axa opune valorile intermediare valorilor extreme. Efectul Guttman
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pune in evidentd, uneori, o structurd neinteresanti care poate fi interesantd daca forma
parabolica nu este perfectd. Punctele de rupturd sunt, in acest caz, interesante.

¢ Inertia (dispersia) explicati de un factor

2 —
A=Y fys=Cr(i) :L% (V)i=1Ln in R’ contributia elementului ; la axa

a

2\ .fj¢jj P - n
Analog Cr”(])_,l—’ (V)j=LpinR

G i G j i
A e s e e e s wsQresslfssssss sl
i G i G i
Cry (1) < Cry(i’) Crali} < Crg(i') Cra(i}=Cry(i’)
f<k Va < Vo A= fowl

Figura 1.3-10 Contribufia la axa o : trei situaiii posibile

¢ Calitatea reprezentirii unui punct
Din definitie d’(i,G)=wZ. Cum in ACS punctele se afli in spatiul # de

dimensiune p-1=> Zdj(i,G):dz(i,G)_
Un punct i din R’ poate fi mai aproape sau mai deparie de axa . Proximitatea

intre doua puncle proieclate pe axa a este cu aldt mai bine reflectatd cu cit aceste
puncte sunt mai apropiate de axa pe care sunt proieclate.

Figura 1.3-11 Proicctia punctului / pe axa &

75

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 1

Calitatea reprezentini unui punct / pe axa a poate {i evaluati de:
d*(i,G
cos’ (i)= # :
d*(i,G)
Aceastd cantitate, numitd cosinusul pdtrat, reprezintd contribufia relativd a
factorului a la pozitia punctului i . Cu cat cosinusul patrat este mai aproape de 1 cu atét

proiectia punctului este mai aproape de pozitia acestuia in spatiu.

i

sNdemansd

Cosa(il=0 CosZ(i) =1
i este bine reprezentat pe axa @ § este bine reprezentat pe axa &

Figura 1.3-12 Calitatea reprezentirij unui punt / pe axa a

Din definitie = ) cos (i) =1, (V)i puncte active.

Cosinul patrat pentru un element ilustrativ este subunitar daca acesta apartiné lui
R?”.
in ACS elementele active apartin lui R?".

1.4 ANALIZA CORESPONDENTELOR MULTIPLE (ACM)

Analiza corespondentelor multiple —~ACM- este o generalizare posibili a analizei de
corespondenti.
Numele apare intr-o lucrare a lui Lebart (1975) dar principiile metodei urca péani la
Guttman (1941), Burt (1950), Hayashi (1956).
Sub numele de Homogeneity Analysis este dezvollatd de echipa lui J. de Leeuw
incepand cu 1973, iar sub numele de Dual Scaling de Nishisato (1980).
Se noteaza cu:
— s — numarul intrebarilor puse la n — indivizi;
—  p, - numirul modalitatilor intrebari ¢, ¢ = s ;
- R = (r,.q):’:%‘ tabelul de date condensat, unde 7, = numarul modalitafii
intrebani g aleas3 de individul /, deci 1, < p,_.
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Ipotezi fundamentali. Modalititile fiecarei inrebdri se exclud reciproc, iar o
modalitate este obligatoriu aleasa.
Exemplu: la intrebarea: Starea dvs. civila este? cu modalititile

1. celibatar 2. casitont sau traaind mantal
3. vaduyv 4. divortat 5. nu rispund

exista cinci modalitdti de raspuns ce satisfac ipoteza fundamentala.
Un astfel de tabel nu este exploatabil; sumele pe linie §i pe coloane nu au nici un
sens. Variabilele trebuies recodate.

]
[N

|

14

(n,s)

IS T RTE Y STy X
BV W N R W N W

b WA N WN W N

I |
Figura 1.4-1 Tabel de date sub forma codificatd condensata

In acest sens se noteazi cu p = Z p, numarul total de modalitati ale celor s intreban
q-1
s, se construieste, pornind de la R, tabelul
2=(%2.2,..2,..1,]
cu 7 linit s1 p coloane ce descrie cele s raspunsun ale celor » indivizi printr-un codaj
binar.
Z se obtine din R astfel
1 daca r =1
zZ. = .
¥4 10 in  rest

in notatia de mai sus Z este un tabel nx p, fiecare linie contindnd p, -1 zeroun §i
un singur unu.
Definitia 1.4-1 Z se numeste fabe!l disjunctiv complet.
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£
[}
<

|

1A

OO
CCOORMMODOOOO
OHOMOODOOOR OO
OOHOROORMOO O
HOOOOOOOHO O

R =
0.s)

HOO MMMEMOOOR O |

Pt B NI bt et = 0O O B 4 b DO
BN WN = WWe NWa

HWRONMWNEH WD N
HOOOROQOOMMMOOD
COMHFOOWOODO -
DROOOHOOOW OO

Qoo st O OO =
———

n Y

Figura 1.4-2 Construciia tabelului disjunctiv complet

Marjele tabelului Z sunt:
P
Z = Zzy.,q =5,

J-1

z,= Z":z,” = -numarul de indivizi care au ales modalitatea j a intrebirii q.
1=1 )

Rezulta n:Zz_j =z, §i z=iz,._ =izq=iizy =ns -efectivul total.
i=1 g=1

j=1 1=1 =1

14.1 TABELUL DE CONTINGENTA BURT

Definitia 1.4-2 B=7Z'-Zse numeste rabelul de contingentd Burt asociat tabelului
disjunctiv complet Z.

Termenul general se scrie: b, =Y z,z. cu j.j/'=Lp.
i=1
. 14
Marjele sunt: b, =Y b . =s-z

J=

IR

P
Efectivul total: b= "b,=s"-n.
J=i
Tabelul B este format din s*> blocuri unde se disting;
e blocurile de tip Z;-Z_indexate de (q.9"), de dimensiune p,6xp, care se

obtin prnin ,.incrucisarea” raspunsurilor la intrebanle q 1 ¢';
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o blocurile de tip Z,-Z, oblinute prin ,incrucisarea” raspunsurilor la aceeast
intrebare. Este o matrice p, x p_ diagonald cici doud modalitdfi ale unei

aceeasi intreban nu pot fi alese simultan (datornitd ipotezei fundamentale).
Termenii de pe diagonala sunt efectivele { z } ale modalitatilor intrebari g.

pl pq P,

LY ]

0100 {100 {00001

Figura 1.4-3 Constructia tabelului Burt pornind de la tabelul disjunctiv complet Z.

Se noteaza cu D matnicea diagonala p x p definita de relatiile
d;=b,=z,
d;=0 () j=zj jj=Lp
Matricea D poate fi de asemenea considerati ca fiind formati din s° blocuri. Numai
cele s matrici diagonale D, =Z,Z_ (q=1.....s) ce formeaza blocurile diagonale ale lui

B sunt matrici nenule.

p=9
- —3 \
2 €00f 00] 00O
ceeol 33l si13d 050} 00l 0000
co3f 21} 1200 003} oo] 0000
2220 601 2211 00l 60l 0000
1231} 0osjoe132 p=| 200 06} 0000
w» | T o1l 208 2000] ™ | oool oo0f 2000
o120 211 0300 oool ool 0300
130l 13 0040 000] ool ooao
210t 120 0003 oool ool poo3

Figura 1.44 Tabloul Burt B si matricea diagonali D asociati (datele sunt din figurile Figura 1.4-1 si
Figura 1.4-2)
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1.42 PRINCIPIILE ACM

Analiza corespondentelor multiple este analiza corespondentelor simple a unui tabel
disjunctiv complet.

anahza corespondentclor

norul de indivia ‘/ \) norul de modahtia

(puncte-linii) (puncte-coloanc)

Figura 1.4-5 Analiza de corespondenii multipla

In consecinta:

— se aplica aceleasi transformin tabelului de date pentru obtinerea profilurilor
linie/coloana:

— aceleagl ponden ale puncielor functie de profilunle marginale:
- aceeagi distan{a, distanla - .

Asadar, indivizii sunt toti afectati de o pondere identica egala cu m, = l, i=Lln.
n

L]

Fiecare modalitate j este ponderata de frecveniasa m = —.
ns

In R” distanta 22 intre modalitati, pe un tabel disjuncliv se scrie

-

LI 3 2y Zg i
d*(j.j)=Yn [,—’—,—”]
i=1 “r 7

J
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Metode factonale

s1 este nula daca modalititile j si j* sunt alese de aceeasi indivizi; in plus modalitatile de
efectiv scizut (alese de putini indivizi) sunt departate fata de celelalte modalitati.

in R” distanta z? intre indivizi, pe un tabel disjunctiv se scrie
2

d? (.= lil(z.y. - zi,j)
) = Z.j
s1 este nula dacd indivizii i §i i’ au ales aceleasi modalitati; ei sunt cu atit mai depértaf
cu cat au raspuns mai difent.
In plus, trebuie observat, cd o modalitate j intervine in distanta dintre indivizi cu atat
mai mult cu cit masa sa este mai mici
Reluind rezultatele analizei de corespondenti si notatiile adoptate avem:

Z.
inl cu termenul general f, =~ ;
ns ns

1 z,
D,=—D cutermenul general f =5, —;
ns ns

S

D, = l]I,, cu termenul general f, =-2L.
n n

Pentru a gisi axele factoriale u, se diagonalizeazi matricea:

S=FD,FD, = Lzzp?
s
cu temenul general (atentie, s fara indice desemneazi numirul de intreban)

l n
Sp=Ya,

T 7=l

in R?, ecuatia celei de-a a-a axa factoriald u, este

%Z’ZD"ua = A, .
Ecuatia celui de al a-lea factor ¢_ = D 'u_ (componenti principal3) este
%D 'ZZo, =\ @,
Analog, ecuatia celui de al a-lea factor y, in R" este
%ZD"Z’\VCI =AW,
Fadon'i ¢, §1 Y, (de norma A,) reprezintd coordonatele punctelor linie §i a

punctelor coloana pe axa factoriali a.
Relatiile de tranzitie intre factorni ¢, i y, sunt:

1 1

AN Vo™ i P

D'Zy,;
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Coordonatele factoriale ale individuluj i pe axa a sunt date de:

Wa,i:%iz Z Pa.;

=R JEP(
unde p(i) desemneaza mulpmea modalititilor alese de individul i.

Corolar 1.4-1 Modulo coeficientul individul i se gdsegte proiectat in planul

1
V ]'a
facrorial principal in centrul de greutate (punctul de coordonate media aritmeticd) al
modalitatilor pe care le-a ales.

Analog, coordonalele factonale ale modalitati j pe axa a sunt date de:

Z \/—HZ%.

a =1 < ien(j

unde n(/) desemneaza mulpmea indivizilor care au ales modalitatea j.
Observatie. In formulele de mai sus modalititile/indivizii nu sunt ponderafi;
coordonatele sunt simple medii aritmetice.

Norul modalitatilor din R” poate fi descompus in s submultimi, a g-a submultime —
subnor- corespunzind multimii p, a modalitatilor vanabilei g.

Corolar 1.4-2 Cenirele de greutate al celor s submultimi ale norului modalitdtilor
din R" coincid cu centrul de greutate al norului global.

Demonstrafie intr-adevar, coordonatele punctelor subnorului relativ la variabila ¢
) . . e |
sunt coloanele lui Zqu' 1ar elementele de pe diagonala principald a lui —D_ sunt
n
masele relative ale celor p, puncte ale subnorului.

Deoarece Z z, =1 ai-a componenta a centrului de gravitate a subnorului este
jep(q)
d, z,
G = Z _ﬂ._v:lz(;
L nd, n '
Jep(q) b
rezultd ci G,,nu depinde de g (p(g) desemneaza mullimea modalitatilor variabilei

nominale q).

O
Observatie
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1. Daca tabelul Z nu este complet disjunctiv (adici, dacd pentru cel pufin un
individ nici o modalitate a unei intrebari nu a fost aleasd), modalititile acelei
variabile nu mai sunt centrate pe centrul de greutate al norului global.

2. Codificarea disjunctiva completa permite transformarea unei variabile continue
intr-o variabili nominalid a cirei modalititi sunt clase ordonate. in aceasta
situatie este util s3 se traseze traiectoria care poate sugera legaturi neliniare intre
aceastd variabila si axele factonale.

Coordonatele modalitatilor in R” sunt coloanele tabelului ZD'; ele (coloanele,

adici) genereazi un subspafiu a cirui dimensiune este rangul lui ZD™', deci rangul lui
Z:[Z,,Zz,...,Zq,...,Z,]. Reamintim ca toate subspatiile generate de coloanele lui Z,,

g =1,5 au in comun prima bisectoare (cici Z z; =1). Rangul maxim a lui Z este deci:
jep(q)
p+(p—D+..+(p,—1)=p-s+1
Rangul maxim al matricii de diagonalizat D'Z'Zva fi deci p—s+1. Dar in analiza
norului in raport cu originea O, prima bisectoare este vectorul propriu corespunzind
valorii proprit 1.
In analiza in raport cu centrul de greutate G vor fi gasite deci p-s valon proprii

nenule. Alegind o bazi in suportul norului, ne putem restrange la a cduta valorile
proprii ale unei matrici de ordin p—s.

1.43 CALCULUL INERTIEI
Distanta de la o modalitate ; si centrul de greutate G este

4*(j.G)=(j-G) D, (J'—G)=ni[%—%]-

EDEED R
J i=

L_2.1+1]=1_,

. s i
cici z;=z; §i Zzy =z,
Inertia /()) a unei modalititi j este, prin definitie:
z .
1(j)=md*(j.G) cum, =—~
ns
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rezultd 1(j)=1(1—ﬁ).

N n

Corolar 1.4-3 Inertia unei modalitdti este cu atdt mai mare cu cdt efectivul acestei
modalitdfi z; (numdrul de indivizi care au ales-o) este mai mic.

Maximul 1 va fi atins pentru modalitatile de efectiv nul. in consecinta, se va evita,
s

in momentul codificdrii, introducerea unor modalitati susceptibile a fi alese de putini
indivizi tocmai pentru a nu introduce perturbatii in primele axe factonale.
Inertia /(g) a unei intreban q este , pnn definitie

16)=310)=1(p, ).

Corolar 1.4-4 Inertia unei intrebdri este cu atdt mai mare cu cdl numdrul de

e . . - 1 . N < <

modalitdfi asocial, p,, este mai mare. Minimul — este atins de intrebdrile cu doar doud
A

modalitdtide raspuns. In consecintd, dacd se doregte ca toate intrebdrile sd joace un rol

aproximativ egal atunci se va echilibra sistemul de intrebdri (variabilele vor fi

,decupate” intr-un numdr egal de modalititi).

Inertia totala este
s P » s
I:Zl(q)=zid2(_,G)=£—lCﬁCI qu=p.
=1 i ns s puss

in particular / = 1 daca toate intrebarile au doua modalitati de raspuns (adica p = 2s).

in consecin{a, depinzand exclusiv de numarul de intrebari si de modalitatile asociate
aceslora, inertia globald nu are in cazul ACM (ca si in cazul ACP normati, de altfel) nici
o semnificatie statisticd (cici nu depinde de legétura intre variabile).

1.4.4 REGULI DE INTERPRETARE

A spune ca exista afinitd{i intre rispunsun este acelasi lucru cu spune ci exista indivizi
care au ales simultan toate sau aproape toate aceleasi raspunsuri.

Analiza corespondentelor multiple pune atunci in evidenta tipun de indivizi care au
profile asemanitoare din punct de vedere al atributelor alese spre a-i1 descrie. Tinand
cont de distantele intre elementele tabelului disjunctiv complet si a relatiilor baricentrice
particulare:
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Metode factonale

— proximitatea intre indivizi semnifica faptul ca au ales global aceleasi modalitéti ca
raspuns la intrebarle puse

— proximitatea intre modalitati ale unor intrebdn diferite semnifica ca ele au fost
alese ca raspuns de grupe de indivizi asemanatoni (cici asa cum s-a demonstrat
mai sus, ele corespund centrelor de greutate ale acelor grupe de indivizi);

— proximitatea intre modalitatile aceleiasi intrebdn semnifica faptul ci grupele de
indivizi care le-au ales sunt aseminitoare (din constructie modalitifile unei
aceleiasi vanabile se exclud).

Regulile de interpretare a rezultatelor (coordonate, contributi, cosinus patrat)
pnivind elementele active ale unei ACM sunt asemanitoare cu cele corespunzitoare unei
ACS. in plus, se poate calcula contributia unet vanabile-intrebari la factorul a sumand
contribufiile modalitatilor acestora la factorul respectiv:

1 &

Fq 2 . 2 . 5
Cr, (q): Z Cr, (j):Zj-%:nsi sz(p;,j

Jjep(q) Jjel a @ i-]

1.45 PRINCIPIl DE TRANSFORMARE A VARIABILEI
CONTINUE IN VARIABILA DISCRETA

Varniabilele continue pentru a fi active intr-o ACM trebuiesc transformate in variabile
nominale (discrete). In acest proces apar urmatoarele probleme:

— cdte clase trebuie alese g1 cum;

— unde trebuie plasate marginile claselor.

Din rezultatele de mai sus au reiesit urmitoarele cerinje: constituirea de modalitéti
de efective comparabile §i decuparea vanabilelor astfel incdt sa avem un numir de
modalitdfi comparabile. Din practicd, un nr. de 4-8 modahtati par sa acopere majoritatea
aplicatiilor.

In consecinta. este vorba de a gisi un compromis intre un decupaj acceptabil tehnic
din punct de vedere al principiilor de mai sus si un decupaj care exhiba cel mai bine
informatia ce trebuie retinutd. in concluzie nu se poate recurge la algoritmi orbi”
pentru a elabora un decupaj satisfacitor. Astfel, se poate retine o modalitate cu un
efectiv scazul daca aceasta este importantd pentru studiu; analog, pentru a selecfiona
bornele claselor unei variabile continue se va respecta, mai degraba, pragurile naturale
in contextul studiutui sdu, reiesite ca semnificative dupa examenul histogramei, decat
decupajul in clase de mase egale dar (uneort) inadecvate.

Transformarea variabilelor continue in vanabile nominale duce la pierderea unei
parti din informatia bruta dar prezinta unele avantaje:

— utilizarea simultana a variabilelor nominale si continue in ACM;

~ validarea a posteriori a datelor permitand observarea eventualelor clase contigue;

— punerea in evidenid a eventualelor legdtun neliniare intre variabilele continue.
Asupra acestui ultim aspect vom insista putin
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Déandu-se p variabile continue x',x*,. . x? ACP cauti o combinatie liniara de
dispersie maximala

max V [i u,x’
J=
Dacd se urmareste punerea in eviden{d a unor relafii neliniare se vor cduta
transformarni functionale f (x') N4 (x” ) ale variabilelor astfel incét si se realizeze

g0

Numairul de indivizi fiind finit trebuie s3 ne limitdm la transformin functionale alese
intr-o multime finita.

Sa alegem pe s~ funclii scar3 (constante pe portiuni). Se cunoaste ci aceste functii
permit aproximarea oncarei functii continue (teorema lui Weierstrass).

Concret, vom imparti intervalul de variatie a lui x’ in m’ clase. f’ (xf ) va fi deci o
functie cu valorile a,.a,,...a, pe intervalele de decupaj ce se expliciteazi sub forma
unei combinatii liniare de functii indicator ale intervalului de decupaj avand coeficientii

a,.a,,....qa

m,

Criteriul max V(fo (xf)) este identic cu max V{ZZJa}J.
j
Solutia este datdi de pnmele componente ale ACM pe tabelul
2=(2.2,..2,.1,)

Sub rezerva de a avea suficiente observatii in fiecare clasid se poate astfel utiliza,
pentru evidentierea unor legituri neliniare, in locul unei ACP pe tabelul X 0 ACM pe
tabelul Z obfinut din X ca mai sus.

146 VALORI-TEST PENTRU MODALITATI SUPLIMENTARE

1
N

media antmeticd a coordonatelor w,, a indivizilor care au ales aceastd modalitate ca

Coordonata factonald ¢, a unei modaliti{i / pe axa a este modulo coeficientul

raspuns, adicd ¢, , = Z Vo, -
A 'E"(J)

Si presupunem ci o modahtale suplimentari j a fost aleas de n; indivizi(n, =z ).

Ne propunem s testam daca aceastd modalitate a fost aleasad intdmplator sau alegerea ei
are o semnificatie.
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Fie ipotezaH, . ,cei n; indivizi au fost alegi aleator din esantionul de n indivizi”

(alegerea este presupusi fira revenire).
In ipoteza H, media coordonatelor y,, a celor n; indivizi este o variabild aleatoare

X, -1 Y v, de E[x,]=0si D; [xa/]= 27" e repartizata hipergeometric.
N inr) n-1 n;
Rezults E[g,,]=0 si D2 [p, |=2—2. 1
ezu [0:]=0 si DH°[¢m:| P

n-n,
n-1

ecarturi-tip distanfa intre modalitatea j, adicd qvasi-baricentrul celor », indivizi, i

Definitia 1.4-3 1, =,|n, “@,, Se numeste valoare-test si mésoard in numar de

originea axei factonale a.
Conform teoremei limita-centrala, disinibutia lui ¢, tinde lao N (0.1).

Astfel, pozitia unei modalitati este interesanti intr-o directie a data, daci sub-norul a
cirui baricentru este, ocupa o zond apropiatd de aceastd axd §i destul de departata de
centrul de greutate global in directia axei.

Valoarea-test este un cnteriu care permite O apreciere rapidi a poztiel,
»~semnificativi” sau nu, unei modalititi pe o axd. Se considerd, in general, ca ocupand o
pozitie semnificativi modalitalile a caror valoare- test, in modul, este mai mare sau
egald cu 2, ceea ce corespunde unui prag de semnificatie de 95%.

Propozitia 1.4-1 Analiza corespondentelor aplicata unui tabel disjunctiv complet Z
este echivalentd cu analiza tabelului Burt asociat, in sensul cd produce aceeasi factori.

Demonstratie ¢, este al a-lea vector propriu —factor al unei ACS pe un tabel Z- al
matricii S= %D"Z’Z = in"n , adica Sg_=A_o,.
Pentru ACS-ul tabelului B asociat lui Z, tabelul frecventelor relative F este
F-—_BsiD =p,-LD.
ns ns

Matricea de diagonalizat este

s'=izn"BD"B > §'=§
A

lD"B(pa =79, LpB = iZD-‘BD-'Bcpu = lulD"lB(pa
) A S )
= ko Ae®q = Ao@,
Rezultd S*p, =29, .

87

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 1

Factorii celor doud analize sunt deci coliniare in R” dar valorile propni asociate
diferd; cele rezultate din analiza lwi D, notate A, sunt egale cu patratul celor rezultate

din analiza lui Z, adica 4 = A%,
o
Factorul ¢, rezultat din analiza lui Z si reprezentind coordonatele factonale ale

modalitailor, are ca norma pe 4,, in timp ce factorul corespunzind analizei lui B, notat
@5, , are canorma pe ;.

Corolar 1.4-5 Relatia care leagd cele doud sisteme de coordonate factoriale este

Ps, =<Pa\/Z-
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2. METODE DE CLASIFICARE

Tehnicile de clasificare automatd sunt destinate si producid grupian de linii sau de
coloane ale unui tabel; este vorba, cel mai adesea, de obiecte sau indivizi descrigi printr-
un numir de variabile sau de caractere.

Circumstantale utilizirii acestor metode sunt analoage cu cele ale metodelor de
analizd factoriald descrise in capitolul 1: utilizatorul se giseste in fata unui tabel
reclangular de valori numerice. Acest tabel poate fi un tabel de varabile continue, un
label de contingenta sau un tabel de prezenti-absenta (valon de zero sau unu dupa cum
un individ sau un obiect poseda sau nu un anumit caracter sau atribut). in anumite
aplicaiii utilizatorul poate dispune de un tabel patrat simetric de similarititi sau de
distan{a.

Exista mai multe familii de algontmi de clasificare: algoritmi ce conduc direct la
partitii cum sunt metodele de agregare in jurul centrilor mobili; algoritmi ascendenti
(sau algontmi care construiesc clasele prin aglomerarea succesiva a cite doud obiecte §i
care furnizeazi o ierarhie de repatifii de obiecte; in fine, algoritmi descendenti (sau
divizivi) care procedeaza prnin dihotomii succesive ale multimii obiectelor §i care
furnizeazi o ierarhie de partitii. Ne vom limita in aceasta lucrare la primele doui tehnici
de clasificare:

- gruparile se por face prin c3utarea directd a unei partifii afectind elementele la
centrii provizon ai claselor, apoi prin recentrarea claselor si agregarea iterativi a
elementelor. Este vorba de tehnicile de agregare in jurul centrilori mobili
tehnici inrudite cu metoda norilori dinamici sau metoda k-means, metode
gratifiante in cazul tabelelor mari (sectiunea 2.1).

- grupérle se pot face prin aglomerarea progresiva a elementelor doua cite doua.
Este cazul clasificini ascendente ierarhice cu agregare dupa mai multe criterii.
in lucrare sunt prezentate tehnica "saltului minimal, echivalent dintr-un anumit
punct de vedere, cu cdutarea arborelui minimal §i tehnica agregarii "dupa
disperie”, interesanta prin compatibilitatea rezultaelor sale cu unele rezultate din
analiza factonala (sectiunea 2.2).

Aceste tehnice prezinta avantaje diferite, dar pot fi utilizate 51 impreuni Este astfel
posibild o strategie de clasificare bazata pe un algoritm mixt bine adaptat partifionarii
multimilor formate din mii de indivizi (secfiunea 2.3).

Metodele de clasificare sau de tipologie (stiinja care le studiazi se numegte
laxonomie) au ca scop regruparea indivizilor inr-un numir restrans de clase omogene.
Este vorba deci, spre deosebire de demersul analizei factoriale de a descne datele
procedand la o reducere a numirului de indivizi (fatd de o reducere a numarului de
varnabile).
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in cele ce urmeaza se vor avea in vedere doar metodele de clasificare automat;
clasele vor fi obtinute pe baza algoritmilor formalizati §i nu prin metode subiective sau
vizuale ce fac apel la inifiativa practicianului!

2.1GENERALITATI

in taxonomie informatia utila se prezinta sub forma unui tabel » x 7 coninand distantele
sau disimilantafile dintre cei n indivizi de clasificat.
Reamintim, de aceea, ca
Definitia 2.1-1 Fie £ mulfimea celor »n obiecte de clasificat, se numegte distantd o
funclie d: ExE —» R, cu propnetitile:
d(i.j)=d(j.i) (simetrica);
d(i,j)=0 (poztiva),
d(i.j)=0 <i=; (idempotenta);
d(i,j)<d(i,k)+d(k,j) (tranzitiva).
Pentru ca o distan}a s (ie euclidiani ea trebuie sa fie generata de un produs scalar.
Cand datele sunt prezentate sub forma unui tabel X de » indivizi cu p caractenstice
numerice, cele mai des utilizate distante sunt:
— distanta euclidiana clasici, cu metncaM =1 ;
— distanta euclidiani cu metrica M=D, :

— distania Mahanalobis, M=V ':
distanta L, in care d(i.j) = Z|x" - xf';
k

distanta Minkowski, L, in care d(i,j)= (Z(x," - x4 )., j !

k

Definitia 2.1-2 Se numesle similaritate o funclie s: E x £ — R_, cu propretatile:
s(i.j)=s(j.i) (simetrica):
s(i.7)=0 (poztiva);
s(i.i)2s(i,j) (nu exista un individ mai asemanator decét el insusi).

Definitia 2.1-3 Se numesle disimilaritate o functie d: E xE — R_, cu proprietafile:
d(i.j)=d(j.i) (simetrie):
d(i,j)=0 (pozitiva):
d(i.i)=0.
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O situatie frecvent intdlnita este cea in care datele se prezinta sub forma urmatoare:
n indivizi sunt descrigi prin prezenta/absenta a p caractenstici (datele initiale sunt deci
de forma binara).

Datele binare sunt ,compactate” in n numere ce caracterizeazi fiecare cuplu de
indivizi (deci 4 tabele »n x n) astfel:

a) numirul de caracteristici comune;

b) numairul de caracteristici posedate de i dar nu de J;

¢) numarul de caracteristici posedate de j dar nu de i;

d) numairul de caracteristici neposedate nici de / §i nici de /;

Atentie! Cu toate c# logic a) st d) sunt complementare cele doud numere nu joaci
acelasi rol pentru datele reale; de exemplu, faptul ci doua vegetale nu cresc in acelsi
loc, nu inseamni in mod necesar c¢i sunt asemanitoare.

Pe baza acestor 4 tabele se construieste tabelul de similaritate sau prn
complementare fata de 1, tabelul de disimilaritate, utilizind difenti indici:

Jaccard: a :
a+b+c

Dice: ——EL—i
2a+b+c

Ochiai: - a __.
\ /(a -b)(a+c)

Russel si Rao: - ;
a+b+c+d

a+d

Rogers si Tammoto: —————— elc.
BEIS § a+d+2(b+c)

2.2 ASPECTE COMBINATORII ALE CLASIFICARII

La prima vedere s-ar putea crede, deoarece £ —multimea indivizilor de clasificat- este
finitid (card(F)=n <), ca problema clasificarii este relativ facila: se genereaza toate
partitiile posibile iar apoi se alege aceea/acelea care satisface/satisfac un criteriu de
optimalitate dat.

Din pécate acest algoritm nu poate fi implementat inci in practica deoarece, chiar un
calculator ce poate trata un milion de partitii pe secunda are nevoie de 126 de mui de ani
pentru a pulea genera toate partifiile unei multimi de numai 25 de indivizi!

Va trebui deci, in marea majoritate a situafiilor si ne multumim cu solufi
aproximative.

Se noteaza cu P, , numirul de partitii in k& clase a unei multimi de n elemente
(numarul lui Stirling de speta a doua).

Se observa usor ci:
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P,=1=P,,, P _n(n-1)

nn> nn-1 2

P,=2""-1.

Se demonstrezi prin inductie ca:
Foo=FB o +kP .

n

Se poate de asemenea arita ci:
1 : i -§ .n
F.= FZ G-
c =l

. . A k"
si deci, cind n > o, P,,,,tz;'-.

Se noteazi cu

Pn = Z’,:Pn,k
k=1

numdrul total de partitii al unei multimi de » elemente (numerele lui Bell).
Daci se convine ca P, =1 atunci, se poate aréta, prin inductie, ca
) 1S k"
P =P, +(n-1)P+CLP+...+P, sici P,==) :
e n

2.3METODE DE CLASIFICARE NEIERARHICE

Aceste metode permit clasificarea rapida a unor multimi destul de mari optimizénd local
un criteriu de tip inertie.

Se presupune ci:

— cei n indivizi sunt puncte dintr-un spatiu euclidian c R?;

— se doreste clasificarea indivizilor in & clase.

Scopul fiecidrei clasificirn fiind acela de a obtine clase cit mai omogene, iar statistic
omogenitatea fiind caracterizatd de dispersie, rezultd ci o clasa va fi cu atit ma
omogend cu cét inertia norului de puncte ce o alc3tuiegte este mai mica.

Fie deci g,.g,,....g, centrele de greutate ale celor k clase. atunci

* inertia clasei C, este:

card(C, )

I=3 pd(e). (V) i=Lk
j=1
cu p; ponderea individului j;

¢ inertia intraclase este:
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k
Iy = ZPJ'IJ
J=1

cu P, ponderea clasei /.

¢ inerlia interclase este:

L4
1= Pd(g,.g)
Jj=1
cu g centrul de greutate al intregului nor de » indivizi.
Cum conform principiului lui K6énig-Huyghens, inertia totala a norului este
I1=1g+1,
un criteriu vizual de clasificare pentru a avea in medie clase omogene, consta in a cauta
acea partitie in & clase pentru care inertia intraclase este minima, deci inertia interclase
este maxima

xi

Incrpia totals = Inertia ntraclase + Innertia nterclase
Figura 2.3-1 Descompuncrea inertiei conform principiului lui Huyghens

Trebuie sa remarcaim, mai intdi, ca acesl criteriu presupune cunoasterea a priori a
numarului de clase §i ca nu este posibild compararea a doua partitii cu numar de clase
difenit caci, cea mai bunid partitie de k clase va avea o inerlie intraclase supernoara
oncarei partifii de k+ / clase. iar la limit4, cea mai buna partitie este cea triviald, in care
fiecare individ formeaza o clasa (in acest caz I, =0 caci fiecare individ este propriul
sdu centru de greutate).

23.1 METODA CENTRELOR MOBILE (A LUI FORGY)
Fie £ o multime de » indivizi caracterizati de p vanabile. Vom presupune spatiul R” ce
contine norul de » puncte-indivizi dotat cu o distan{d corespunzatoare, notatd d (adesea
distanta euclidiani uzuald sau distanla z’). Se doreste constituirea a k clase. Etapele
algoritmului sunt urmitoarele:

Pasul 1: Se aleg, in general aleator, £ puncte distincte din E. Fie acestea
€.C5,. €y
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Pasul 2:

Pasul 3:

{gi }i=ﬁ :

Pasul 4:

94

Se initializeazi:
j=0 contorul de numdrare al iteratiilor;
1) =0 inerfia intraclase (un numar foarte mare, dat).

Se imparte multimea E in k clase astfel:
Pentru fiecare i, cu i =1k,
E = {e eE/d(ec;)<d(ec,),m=1Lkm= i}.

Cazul inegalitatii se rezolva prin tragere la sorfi, in sensul cd e este
asignat aleator acelor partitii pentru care d (e,c,-l ) =d (e,c,-z) =..=d (e,c,.! )

Daca card(Ec)zo atunci se genereazi aleator un nou centru c,.

Geometric, fiecare clasa este un domeniu poliedral convex determinat de
hiperplanele mediatoare pe segmentele c,c,, cu m#i §i m=01k .

Se calculeaza centrele de greutate ale partitiei {E ; } o sl se noteazi cu

Se calculeaza I{/*" = inertia intraclase ale partitiei {Eq } .

=1k
Daca j >N (N - numarul total de iteratii admus, dat)
sau

ll,(/ D_1|<e (& -pragul sub care ameliorarea inertiei intraclase este

considerata nesemnificativi, dat)
atunci STOP;
altfel
c,=g,,i=Lk;
J=Jj+1
salt la Pasul 2.
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“® * o o Sc stabilesc aleator centrele

6§ GO

Sc formeazi clasele
E Ecl

(]

Noi centre
[} $i -3}
st noi clase

E, ¢ E,

Noi centre
g..“) 5i gf)
s noi clase

B 5 £

E)

&

Figura 2.3-2 Etapcle algoritnului lui Forgy

Propozitia 2.3-1 Algoritmul converge intr-un numdr finit de payi, altfel spus,

1y <1y si j<oo.

Demonstratie Avand in vedere ci algoritmul este iterativ este suficient sa demonstram
inegalitatea pentru ; =1, iar pentru simplificarea calculelor presupunem céd ponderile

indivizilor sunt egale cu p iar ponderile claselor cu P.

Atunci, trebuie demonstrat c¢i I3 <1.) .

Conform algoritmulu
{Eq} este partitia avand punctele fiecarei clase grupate cit mai aproape de {c,} si

cu.centrele de greutate {gg‘)} , deci

1y =Zk:P > pa*(s)=pPY Y a*(s).

=l JeE, i jeE,

95

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 2

iar {ES} este partifia avind punctele fiecarei clase grupate cit mai aproape de { (')} si

cu centrele de greutate { } deci

1,(;,2)=iPZ pdz(j (2)) pPZZdZ(j g,z)).

i=1 jeE& i _,eE
Conform relatiei lui Huyghens

>y dz( j,gf") +Zd2( : (2)) cici {gf,')},_ nu sunt centrele de greutate

i JeE,,
ale lui {E, }.
Rezulta

<Y Y @ (16)

i JeEg,

cu inegalitate stricta daca g = gl*; (V)i=
Dar
Z dz( ) Z d’ ( (')) prin constructia celor dou# partitii, cici {E&} este

JeE, JeE,,
partifia in care fiecare clasa E, pastreazi punciele cele mai apropiate de g, deci

> dz(j.gf')) este minima. Egalitatea are loc doar daci {Eg, } = {Eq }

Cu acestea
<Yy & (j.g(,')) <1,
i JeE,,

Cum card(E)=n <o rezultd P,, <= ceeace implicd j <.

Experien{a arata ca viteza de convergenti este rapida
Trebuie remarcat si faptul ca, la fiecare pas nefiind necesar decét calculul a nk
distante (distantele dintrecei n indivizi §i cele k centre de greutate) nu este necesar

. R . ) n(n-1) .. . C e .
mentinerea in memone a tabelului cu cele % distante dintre indivizi.

Inconvenientele metodei sunt:
ek trebwe cunoscut a prion,
e optimul este dependent de alegerea initiald a punctelor {c,}

in metoda precedenti se asteapti ca tofi indivizii sa fie afectati unei clase pentru a
calcula centrul de greutate.
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Metoda k-mediilor (k-means) a lmi MacQueen, 1967 recalculeazi centrele de
greutate dupa fiecare afectare.

Pentru a inlatura dependenfa metodei de punctele initiale se utilizeazi metoda
norilor dinamici a lm E. Diday, 1971 care este o generalizare a metodei centrelor
mobile in sensul ci fiecare clasd nu mai este reprezentatd de centrul siu de greutate ci
de un nucleu de g-puncte (cele mai centrale, de exemplu), de o axd principala, de un
plan principal.

2.4CLASIFICARE IERARHICA

Principiile generale comune diverselor tehnici de clasificare ascendente ierarhice sunt
simple. Aceste principii {in mai mult de bunul simf decat de o teorie formalizata de
aceea este dificil s3 li se giseascd o paternitate. Expunerile cele mai sistematice ti cele
mai vechi sunt poate cele ale lu Sokal&Sneath (1963) apoi cele ale Ilu
Lance&Williams (1967).

Algoritmul consta in crearea, la fiecare etapd, a unei partitii obtinuta prin agregarea
celor mai apropiate doua elemente. Se va desemna prin element in acelasi timp indivizii
sau obiectele de clasat cit i gruparile de indivizi generate de algoritm. Exista diferite
cnterii de agregare de unde §i un numar important de vanante ale acestei tehnici.

Algoritmul nu fumnizeazi o parlitie in g clase a unei multimi de » obiecte ci o
ierarhie de partitii. Aceastd ierarhie se prezintd sub forma unui arbore numit si
dendogramd si contine n-1 partifii. Interesul pentru acest arbore este dat de faptul ca
acesta poate furmiza o idee despre numirul de clase ce exista efectiv in populatie.
Fiecare ..taiere” a dendogramei furnizeazi o partifie avand cu atat mai putine clase si
clase cu atit mai putin omogene cu cal tiierea se face mai sus.

241 ASPECTE FORMALE
Definitia 2.4-1 Fie £ o multime finiti. H multime de multimi din P(E) se
numegte ierarhie daca si numai daca

a) E si parfile lui £ formate dintr-un element apartin lui H
b) (V) A.BeH, AnBe{A4,B,J}.

Definitia 2.4-2 Elementele din H se numesc partitii ale multimii E.

Definitia 2.4-3 Elementele unei partitii a lui £ se numesc clase.

Observatii

e Fiecdrei ierarhii ii corespunde un arbore de clasificare.

e Fiecare clasa dintr-o ierarhie este reuniunea claselor incluse in ea.

Daca card(E)=n <o, atunci card(H)=n cici, datorita conditiei b) din definitie,

o partitie cu k clase se formeaza prin regruparea a doui clase ale partitiei cu & +1clase.
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Cum partifia P,, cu n clase, este formati din elementele multimii £, céte un element
in fiecare clasa, iar partifia P,, cu o clasd, este formata din multimea £ (ambele partitii
apartin prin defimtie, conditia a), ierarhiei ) 7 contine practic n-2 partii
netriviale ale lui E.

Definitia 2.4-4 Se numeste indice al ierarhiei H o aplicalie i: H - R, crescitoare
((V)4,BeHcuAcB=i(A)ci(B))si i(4)=0 (V)A4eP,.

Definitia 2.4-5 Indicile i al ierarhiei 7{, dacéd existid, se mai numeste §i nivel de
agregare 1ar ierarhia H dotata cu un astfel de indice se numesie ierarhie indexatd.

Exemplu: Fie E ={a.b,c.d.e}, atunci n=5= card(E)

poae T

= cjaje

P,—abjedfe  —BOFEIHEE
Ps ~ abfede ﬂ
Pl = M. 8.5 l

()16 ()= -0
i(fa.5}) =0 (i) =i({e.d.c) -2
(fea)) -2 () =i(fab.c.d.e) -

cu ({a})
i({/})
{g

i({s})
Observatie:

a) In exemplul de mai sus indicile indica nivelul la care doua clase s-au grupat
(motivatie pentru utilizarea denumini de nivel de agregare), cu cét indicile este
mai mare cu atat multimea este mai eterogena.

b) Cunoscand arborele de clasificare este facil sa se obtind o partitie cu un numar
mai mic sau mai mare de clase; esle suficient pentru aceasta si se laie arborele la
un mivel dat si sa se considere clasele dalte de ramunle care cad. Asifel, in
exemplul de mai sus, se obfine o partitie in 3 clase daca se taie arborele de-a
lungul Jiniei punctate, adica {{a.b}.{c.d}.{e}}.

Propozitia 2.4-1 Fie E o multime. 6 -ExE >R, o disimilaritate stricid pe E.
Atunci:

(4) 0 daca A={i}. iek
I =

min§(i,j) dacda A=A UA, ANA =0 icd,je4i,
induce pe E o ierarhie indexatd cu nivelul de agregare i.

Demonstratie Din definttie i este o functie pozitiva §1 simetrica.
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Trebuie demonstrate doua afirmatii:

a) cdiinduce pe K o ierarhie 7 ;

b) ci i este indicile acelei ierarhii, adica i este o functie crescitoare de partitii din

a) F(li-e{:. P, -paritia formata din n clase a muliimii E. Din defimtia funclier de
disimilaritate i(4)=0 (V) A€ F,. Se formeaza partifia P, , agregind elementele i, j din
P, pentru care 5(i,j) este minim. Cum & este o disimilaritate strictd perechea (i, /)
este unici Din constructie (V) 4,Be P, AnB={A4,BL}.

Se formeazi partitia P, ,agregind elementele i, j din P, , pentru care &(i,j) este
minim §i asa mai departe pand la obtinerea partifiei P,.

Fie H z {B,P,,...P,}. Din constructie H verifica cele doua conditii din definitia
1erarhiei.

b) Fie 4.BeH cu AcB. Rezultai B=A4uC §i AnC=C. Din definitie
5(i.j)<6(i.k) (V)i.jeA, keC caci & este strictd §i daca (3)k, astfel incét
6(i,j)<6(ik,) atunci din agregarealui 4 k, € A sinu lui C.

Pentru un jeAd fixat  pentru  moment, dar altfel oarecare,

rQiAn S(ij)< rgl/‘n ( r::ncn 5(i,k)) =i(B) (din definitie).

Din constructie i(4) e {mLAn (i j)je A}. Cum inegalitatea de mai sus este valabila

oricare ar fi je A, rezultd i(A4)<i(B).

242 STRATEGII DE AGREGARE:
Functie de natura spatiului in care se gasesc indivizii de agregat, vom distinge intre:
— metoda Ward, daca indivizii formeazd un nor intr-un spatiu euclidian (de
exemplu R”), deci intre ei se poale calcula o distan{a euclidiand;
- strategii de agregare pe disimilaritifi, daci intre indivizi se poate calcula o
disimilaritate stncta

2.4.2. 1 Metoda Ward

Pe baza distantei euclidiene se poate evalua inertia si astfel se poate utilza principiul de
agregare care reuneste acele clase pentru care inertia interclase descreste cel mai pufin.
(datontd principiului lui Huyghens inerfia globald este suma inertiilor interclase §i
intraclase. Cu cat clasele sunt mai omogene cu atit inertia intraclase este mai mic, deci
inertia interclase mai mare. Clase omogene inseamnd clase cu indivizi cit mai putini,
deci partitii cit mai bogate; firesc ca prin fuzionarea a doui clase inertia intraclase si
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creascd, deci inerfia interclase si scadi Se va alege deci acea fuzionare pentru care
inertia interclase scade cel mai pufin, adicd sunt grupate clasele cele mai aseméanétoare,
adica cele mai apropiate).

Lema 2.4-1 Pierderea de inertie interclase este datd de formula

PP,
5(AB)=—25_4d%*(g, ,
(48)= 542" (1.22)
unde A, B sunt doud clase, cu ponderile P, si Py si centrele de greutate g, §i g.

k
Demonstratie Inerfia interclase este I, = P,-d’(g;.g); suma va contine deci si
=

termenii P, -dz(gA,g)+PB 'dz(gﬂag)'

Dupi fuziunea celor doud clase, daci se noteaza cu g, centrul de greutate al non
clase atunci cei doi termeni vor fi inlocuii de (P, + P,)-d*(g,;.8)

Deci pierderea de nertie interclase este dati de diferenja

PAdZ(gA,g)+Pde(gmg)"‘(PA+PB)'d2(gAB,g) 1
Din constructie g, =% adicd centrul de greutate al noii clase este pe
atly .

segmentul g g, .

in Agg g, utilizand o generalizare a teoremei medianei (mz =a+ Ebz —Zcz)

rezultd
P P, P,P -
d2 2,8 — A d2 2)+ B d2 , ——A—B—,dh . (2)
(2845) P iF, (24-8) 7 iF, (25.8) an) (24-85)
9
9 9% 9o

Figura 2.4-1 Tcorema medianei generalizate aplicatd in Agg 8,

Introducand rezultatul din formula (2) in formula (1) se obfine rezultatul din enuntul
lemer.

a
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Lema 2.4-2 intr-o ierarhie indexatd agregatd pe baza unei distante euclidiene suma
indicilor de agregare este egald cu inertia totald.

Demonstratie Conform principiului lui Huyghens I =1, +I; cu I, -inerfia interclase $1
I, -nertia intraclase.
La momentul initial, cind E este impartitd in n clase
w=(P)=0 > Iz=(P)=1I
La momentul final cand £ are o simpla clasa
1;(R)=0 = I,=(R)=1

Cum pierderea de inertie interclase, adicad I,(P;)—-1,(Ps.,) este egald tocmai cu

indicile de agregare rezulta Zn:i(l’s) :Z":[IB (Ps)~15(Psy) =l (P)-15(P)=1.
§=2 5=2

Lema 2.4-3 (generalizarea formulei Lance-Williams)

st )= U LA T L ROUC) - o)

Observatie Lema 2.4-3 permite calculul disimilanitatii dintre doua clase fara a fi
necesara folosirea distantelor euclidiene intre centrele de greutate al acestor clase. in
plus, nici centrele de greutate nu mai trebuiesc calculate.

Asadar, odatd calculate disimilaritdtile dintre indivizi se poate lucra numai pe
matrici de disimilaritafi prin aplicarea succesiva a formulei Lance-Williams.

Demonstratie Conform Lema 2.4-1
P.-P

S(C(A.B —€ 4B g?
S(CHAB))= 2 (g )
unde P, = P, + P, (conform teoremei medianei generalizate). Cum
, PP, )
d* (8- Bap)= d*(gc:2,)+ d*(gc:8s)-—22d* (2.8
(BciB4n)= 3 P (8c:24) PA+PB (2c:85) (P, +P,) (84:85)
iar, pe de alta parte, tot din Lema 2.4-1
PP, PP .
<4 gt s(A.C —< B _d°(g..g5)=6(B.C
B <P, (8c:84)=6(A.C): P+ P, (8c:85)=5(B.C)
. PAPB 2
—4 2 d : =6(A4,B
S (242a)=5(4.B)
> d (g gAB)— [(P +P,)6(A.C)+(P. +P,)5(B,C)- P-5(A.B)]
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(P, +P-)8(A4:;C)+(Py + P.)5(B,C)- P5(4;B)
P,+Pg+F-

= 5(C;(4.B))=

Rezultatul lemei permite enuntarea urmétorului algoritm:
Pasul 1 Se inlocuieste matricea D a distantelor dintre indivizi cu matricea

A =(6'.,)j>i_ cu s, = L dz(e e)

n 9 /i=1,n v R+R’ vy

Pasul 2 in matricea A, secautd mini,j &, se elimind linia si coloana J, iar limia s
coloana lui i se noteazi cu ij, forméindu-se matricea A, ,. Indicile de
agregare al clasei i este &, .

Pasul 3 Se calculeazi elementele matricn A, astfel:

- se copiazi coloanele matnicii A, ;

- coloana ij se calculeazi dupa formula
(P.+P)8, +(P,+P,)8, - RS, , .
) ( ) ;  (formula generalizatda a lm

P, +P +P,

Lance-Williams).
Pasul 4 Se pune n=n-1;
An = An—] >
Dacid n=1 atunci STOP; altfel salt l1a Pasul 2.

0 G

of
Etapa 3

Figura 2.4-2 Aglomerarea progresivi a 5 puncte
Observatie. La etapa inifiald, inertia intraclase este nul §i inertia interclase este
egald cu inerfia totald a norului deoarece fiecare element terminal constituie la acest
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nivel o clasi In etapa finala, inertia interclase devine nula iar inerfia intraclase este
echivalenti cu inerfia totlald pentru cé la acest nivel existd o partifie cu o singura clasa

(vezi Figura 2.4-2).

Inertia intra-clase mici Inertia intraclase mare
Figura 2.4-3 Calitatea globala a unei partilii

2.4.2.2 Strategii de agregare pe disimilaritdti

Daci intre indivizi este datd o matrice de disimilaritate stricta atunci se pot imagina mai
multe solutii, mai mult sau mai putin arbitrare. Cele mai utilizate sunt:
— distanta saltului minimal (simple linkage)
d(A,B)=min 5(e,.,ej) e,cA e cB
care favorizeazd mulfimile cu puncte apropiate;
- distanla diameirului

d(A.B) = max J(e,,ej)- ecA.ecB
repard limitele primei distante dar punctele trebuiesc sa fie apropiate;
— distanta mediei

Po(x, Po(y,
e e T
x Ty

Observatie. lerarhiile induse de diferitele distanie sunt in general diferite. Se
recomandi asadar utilizarea mai multor tipuri de clasifican: acestea nu trebuie sa difere
prea mult cand se priveste partea supertoara a arborelui de clasificare. Daca totusi acest
lucru se intampla se poate conchide ci muljimea indivizilor se preteaza prost la orice
clasificare.

Exemplu
Fie matricea de disimilaritate (cici &(c.e)>&(c.d)-35(d.e) pentruca 6>2+ %)

dintre indivizii {a,b.c.d.e}
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a b c d e
a 0 3 7 3 4
b 0 4 4 1
c 0 2 6
d 0 Y
e 0

Sa aplicam algonitmul de clasificare ierarhici ascendentid folosind pe rand
distmilaritatile enumerate mai sus.

e Astfel, pentru disimilaritatea saltului minimal (Inf) se obtin urmitoarele etape

o a1 a b c f
17 S=tdefil) =5 a| o] 3| 7| 3
b 0 4 1
c 0 2
f 0
2° g=4/.b}.i(g)=1 a b B
{/.b}.i(e) T 71
b 0 2
g 0
3° h={cghi(h)=2
a h
a 0 3
h 0
E |
L3
i
L J - » L ] L}
4 i={an}i(i)=3 "
e Pentru disimilantatea diametrului (Sup) se obtin urmatoarele etape
. 1 a b c f
1° ={d.e}. =—
f=td.efilf) =5 a| 0| 3| 7| a
b 0 4 4
c 0 6
f 0
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2° g={a,b};i(g)=3 c f g
c 0 6 7
f 0 4
0
3 h={/f.ghi(h)=4 C h
c 0 7
h 0
7r
E 1.3
#

d & & » o

4° i=lhc)i(c)=7 e
e Analog pentru disimilaritatea medie se obfine urmitoarea dendograma

s
o
s

3
in pofida faptului ci fiecare arbore incepe cu agregarea lui d si a lui e intr-o singura
clasd f urmeazi imediat diferenje importante atunci cand se calculeazi distantele de la /
la ceilalti indivizi:
dog (b.f)=inf(d(b,d);d(b,e))=1;
d, (b.f) = sup(d(b.d);d (b.€))=4;

d,.(b.f)=25.
S3 notdm insa cid una din principalele dificultiti in clasificare constd in definirea
unei distante sau disimilanitati intre indivizi, mai ales cand acestia sunt descrisi prin
caractere calitative.
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2.5CLASIFICARE MIXTA SI DESCRIEREA STATISTICA
A CLASELOR

Algonitmii de clasificare sunt mai mult sau mai putin adaptati pentru volume man de
date. Astfel:

e metode de agregare in jurul centrilor mobili pot manipula volume man cu pretun
mici dar au dezavantajul ca produc partitii dependente de numirul ales de clase
si de centrii initiali;

e metode de agregare ierarhice sunt ,.deterministe” (in sensul ca dau intotdeauna
acelasi rezultat dacad datele imtiale sunt aceleasi), dau indicatii privind numaérul
de clase ce trebuie retinut dar sunt prost adaptate la volume de date man.

Combinarea celor doud metode a dat nastere unui algontm mixt (hybrid clustering,
Wong, 1982).

Algoritmul de clasificare mixtd procedeaza in trei etape: multimea elementelor de
clasificat este partifionatd (centrii mobili) in citeva zeci, eventual sute de partiti
omogene, se procedeaza apoi la agregarea ierarhici a acestor grupe cu scopul ca
dendrograma obfinuta sa sugereze numarul de clase finale ce trebuiesc retinute; in fine,
se optimizeazi (folosind iardsi tehnica centrilor mobili) partifia obtinutd prin tiierea
arborelui.

Figura 2.5-1 schematizeaza etapele algontmului de clasificare mixta.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Metode de clasificare

Datele mitiale (inaintea clasificim)

1. Partitie preliminard
- centrii mobili
- grupe stabile

3. Clasificare ierarhici
ascendenti

3.a Partilie finald in trei clase
prin , tdierea” arborelu

3.b. ,,Consolidarea” partitiei

@ prin ltt.aafei:f:l:_'ea pe bazi de
m centri mobili

Figura 2.5-1 Schema clasificirii mixte

Etapele algornitmului sunt:

l.

2.

Partitionarea initialii. Aceasla elapa vizeaza obfinerea rapida §i cu un pre}
scazut a unei partifii de n obiecte in k clase omogene, unde k este mult mai
mare decat s numarul de clase dorit dar mult mai mic dect n. in acest scop
este utilizat algoritmul centrilor mobili. Optimalitatea nu este desigur atinsi
dar partifia obtinuld poate fi amelioralti pomnind de la gruparile stabile
(grupun de indivizi sau elemente care apar mereu in aceleasi clase). Aceste
grupéri vor fi elementele de baza in etapa urmatoare.

Agregarea ierarhicd a claselor obtinute. Aceastd etapd constd in efectuarea
unei clasificiri ierarhice ascendente in care elementele terminale ale
arborelui sunt cele 4 clase ale partifiei initiale. Scopul acestei etape este de a
reconstitui clasele care au fost fragmentate si de a agrega elementele aparent
dispersate in jurul centrelor de origine. Arborele este construit dupi strategia
Ward care tine seama de mase in momentul alegerii elementelor de agregat.
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3. Partitia finald. Partitia finald a populatiei este datd pnin tiierea arborelui
obtinut in etapa precedenta. Omogenitatea claselor obtinute poate fi
optimizati prin reafectare.

2.5.1 ALEGEREA CLASELOR PRIN , TAIEREA” ARBORELUI

Alegerea nivelului de tiiere si astfel al numarului de clase ale partitiei poate fi facilitata
de inspectia vizuala a arborelui; taierea trebuie sa se faca in intervalul dintre indici de
valori mici, corespunzind unor clase omogene i indici de valori mari ce disociaza clase
bine conturate.

intr-o maniera generala, cu cit se grupeaza mai mulli indivizi, altfel spus cu cat ne
apropiem de varful arborelui, cu atit mai mare va {i distanta intre doua clase vecine iar
indicile de agregare va fi mai mare. Taind arborele la nivelul unui salt important al
acestui indice se poate spera in obfinerea unei partitii de bund calitate in sensul ca
indivizii grupati sub nivelul de taiere erau apropiati §i cei grupati deasupra nivelului de
tdiere sunt necesarmente depirtati (ceeace corespunde definitiei unei bune partiti).

in practici situatia nu este insa atit de clar definiti; ca si in cazul analizei factoriale
se utilizeaza cnteni empince -histograma indicilor de agregare.

Tabelul 2.5-1 Histogramele indicilor de nivel

Indicii de agregare oy .
ool (a) — ®)
5 adrirodaapint etevsErIrEBAYR
4 ARG AT Sty BIETORTRIS ORI ION
3
2
1
Cazul favorabil Cazul nefavorabil
cand apare un palier evident intre
al 4-lea si al 5-lea indice (de jos in
sus) —sugerand o buni pozitie in 5
clase

252 CARACTERIZAREA STATISTICA A CLASELOR

Elementele unei aceleiagi clase se aseamana din punct de vedere al cnitenitlor alese
pentru a le descrie. Rdméne de precizat care sunt cnterille care se afla la onginea
grupdrilor obtinute. Se procedeaza la descrierea automata a claselor ceeace constituie in
practica o etapa indispensabild oricdrei procedun de clasificare.
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Descrierea automata a claselor este, in general, bazata pe compararea mediilor sau a
procentelor din interiorul claselor cu mediile sau procentele obtinute pe intreaga
populatie. Pentru a selectiona variabilele continue sau modalitétile variabilelor nominale
caracteristice fiecirei clase se masoar ecartul dintre valorile specifice clasei §i valonle
globale. Aceste statistici pot fi convertite intr-un criteriu numit valoare-test care permite
sd operam o selecfie asupra vanabilelor, desemnand astfel variabilele cele ma
reprezentative (conform Morineau, 1984).

2.5.2.1 Valori test pentru variabile continue
Pentru a caracleniza o clasi prin variabile continue, se compari x, media variabilei x in
clasa k, cu media x in intreg norul. Valoarea-test este aici

PE TSt
fos(x)
2 n-n, s (x) . . P > . .
cu s; (x)=n—_l- ” estimatorul dispersiei lui x in clasa k& (s°(x) este dispersia

empiricd a lui x in intreg norul). Se recunoaste aici in s,°(x) dispersia unei medii, in
cazul extragerii fara revenire a k elemente.

In ipoteza nula a unei extrageri aleatoare, fara revenire, a n, indivizi din clasa &,
variabila x, reprezeniind media empirici in acea clasi are ca medie si dispersie
empirica globald pe x respectiv s,” (x).

Valoarea test 1,(x) urmeazi, aproximativ, o distributie Gauss-Laplace centrat—
redusd (teorema limild centrald). Ea miasoara distanta intre media clasei §i media
general3 in ecarturi tip.

E de la sine inteles ca aceastd interprelare nu are sens decét pentru o varabila x
suplimentard care nu a participat la constructia claselor (nu se poate stipula o
independenta intre claselele unei partitii 51 vanabilele care au participat la definirea
partitiei). Se calculeaza apoi probabilitatea ca variabila sa depageasca valoarea absoluta
a diferentei observate. Cu cit valoarea test este mai mare (cu atat probabilitatea este mai
micd) cu alit ipoteza de a avea n, valon ale vanabilei x extrase la intimplare dintre
valorile posibile este discutabila. in acest caz, media in clasa difera de media generala si
vaniabila este caractenstica clasel. Ordonarea variabilelor in functie de probabilitafile
crescitoare de a depasi media generald este echivalentd cu ordonarea in functie de
valonle-test descrescatoare.

Daca interpretarea probabilisticd a valorilor-lest pentru varabilele active nu este
licitd este totusi posibil si fie folosite pentru a obtine un clasament al acestora in
vederea caracterizirii fiecarei clase. Modulul acestor valori-test reprezinti atunci simple
misuri ale similantatii intre vanabile §i clasa
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2.5.2.2 Valori test pentru valori nominale
O modalitate (sau categorie) a unei variabile nominale este consideratd caracteristicd
pentru clasa daci abundenta in clasi este apreciati ca semnificativ superioara fata de
restul populafiei. Notdnd cu n,numirul de indivizi avind modalitatea j din cei n,
indivizi ai clasei k, n, numarul total de indivizi avind modalitatea j dintr-un total de n,

abundenja modalitatii j este definitd, comparand procentul ei in clasi adici % , cu

. . n
procentul in toatd populatia adica
n

in ipoteza nula, unde cei n, indivizi ai clasei k sunt extrasi aleator fara revenire, din
populatia de »n indivizi, procentajul indivizilor clasei k£ avind modalitatea j de o parte, si
procentajul indivizilor avind modalitatea j in intreaga populatie, pe de altd parte, ar
trebui s coincidd, modulo o fluctuatie aleatoare, adica:
M M
n, T

in ipoteza de independenti cei N indivizi ai clasei & care au modalitatea j este o

vanabila aleatoare care urmeazi o lege hiper-geometnca de parametni Hg(nk,n,—’)
n

(n, -numirul de succese dintr-un total de »n cu probabilitatea de succes de 1 )

Suntem deci interesati de calculul hui

ciens
pk(j)=Prob(N an) Z Prob(N =x) = Z cn
x=ny

Cu cat aceasta probabilitate este mai mici, cu atit ipoteza unei extrageri aleatoare
este mat dificil de acceptat. Vom folosi aceastd probabilitate pentru a ordona
modalititile caracteristice clasei (cea mai caracteristicd corespunzind celei mai mici
probabilitati).

Aceasti probabilitate este adesea foarte mica; este comod si 1 se substituie valoarea
,(N) a variabilei Dauss-Laplace corespunzand aceleiasi probabilitali. Ea misoara

distania intre proportia in clasa §i proportia generald in numir de abaten standard ai
legii normale. Cum

E(N)=n "2 5i s}(N)=n, " -%(1-”’1_!):“(N)=%A(I’)V).

Aceasta esle valoarea-test pentru o modalitate a unei variabile nominale. Acesta este
un critenu statistic doar pentru variabilele ilustrative.
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3. METODE EXPLICATIVE UZUALE

Acest capitol face legatura intre demersurile exploratorii prezentate in capitolele 1 si 2,
si demersul inferential si confirmatoriu care constituie partea clasici cea mai ampla a
statisticii matematice.

Sa recapitulam, pe scurt, caracteristicile celor doud familii de metode cérora le
corespund demersuri complementare.

Statistica descriptivd i exploratorie permite rezumate i grafice mai mult sau mai
putin elaborate, descrierea multimilor de date statistice §i stabilirea de relatii intre
vanabile, fard a acorda un rol pnvilegial vreunet vanabile. Concluziile obtinute in
aceasta etapa privesc doar datele studiate fara a fi generalizate la o populatie mai larga.
Analiza exploratorie se sprijind in mod esential pe notiuni elementare care sunt notiunile
de medie si dispersie, pe reprezentan grafice si pe tehnice descriptive multidimensionale
de tipul celor abordate in pnmele doua capitole.

Startsitica inferentiald §i confirmatorie permite validarea sau infirmarea, pornind de
la teste statistice sau modele probabiliste ipotezelor formulate a priori (sau urmarea unui
demers exploratoriu) si extrapolarea acestora de la nivelul esantionului la cel al unei
populatii mai mari. Statistica confirmatone face apel, in special, la metodele numite
explicative8 si previzionale destinate, asa cum le indici numele, si explice apoi s
prevadi, urmand reguli de decizie, o variabild privilegiatd cu ajutorul uneia sau mai
multor vanabile explicative.

Demersurile sunt complementare, explorarea si descrierea trebuind, in general, si
preceadi etapele explicative si predictive. Intr-adevar, o explorare preliminara este
adesea utild pentru a avea o pnima indee despre natura legaturilor intre vanabile §i
pentru a trata cu prudenta variabilele corelate §i deci redundante care risca sa incarce
inutil modelul.

Metodele explicative prezentate in sectiunile 3.1-3.3 acopera utilizarile cele mai
curente.

Analiza discriminantd (sectiunile 3.1 si 3.2) este schematic vorbind, analogid cu
regresia multipla cand variabila endogena y este normali. in acest caz variabila de
explicat defineste clasele unei partitii a prion a populatiei. Scopul analizei il constitwe

8 Statistica nu explicd nimic, dar fumizeazd elemente potentiale de explicatii. De altfel,
termenii de variabild explicativa sau variabild de explicat nu sunt cei mai judicio$i. Se
mai spune independent §i dependent sau exogen $i endogen. Ultimii doi termen sunt
poate cei mai adecvati dar nu sunt destul de evaocatori. Adjectivul independent este, in
schimb, sursa de confuzie.
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studierea legaturilor intre variabilele explicative si clasele partitiei (sectiunea 3.1). Se
definesc astfel functii discriminante care vor permite, intr-o etapd decizionald afectarea
de noi indivizi la aceste calse (sectiunea 3.2).

Tehnicile de segmentare prin arbore binar (sectiunea 3.3) sunt prezentate in cadrul
acestui capitol din diferite motive. Pe de o parte ele se aplici la toate variabelele oricare
ar fi statutul sau natura lor, §i pe alta parte ele integreaza simultan faza explicativi §i cea
decizionala. Ele constituie astfel o metodid de previziune foarte accesibild, a ciror
rezultate sunt usor de interpretat.

3.1ANALIZA DISCRIMINANTA

Desemnim sub numele de analiza discriminant3 o familie de tehnici destinate si claseze
(sa afecteze la clase preexistente) indivizi caractenzati print-un numir de vanabile
continue sau discrete.

Originea metodei se giseste in lucrarile lui Fisher (1936) sau intr-o manierd mai
putin directd in cele ale lw1 Mahalanobis (1930) .

Analiza discriminanti este una din tehnicile de analizid multidimensionali cele mai
folosite in practici (diagnostic automat, controlul calititii, previziunea riscului,
recunoaslerea formelor).

3.1.1 NOTATII SI FORMULAREA PROBLEMEI

Dispunem de n observalii (sau indivzi) asupra a p vanabile ( x,,x,....,x, ), observati
repartizate in g clase definite a prion de variabila y —nominala cu ¢ modalitéti (in cele ce
urmeazi vom nota cu y vectorul n —dimensional cu componenie numere naturale
{l.....q} reprezentdnd numarul clasei din care face parte observatia / individul i si cu Y
matricea disjunctiva n x ¢ corespunzitoare).

Analiza discriminania isi propune, intr-o primai etapa, si separe cét se poate de bine
cele g clase cu ajutorul celor p vaniable explicative, iar apoi, intr-o a doua etapa, si
rezolve problema afectani unui individ nou, caracterizat prin cele p vanabile la una din
clasele deja identificate pe baza esantionului de n indivizi (numut esantion de invétare).

Se disting, in consecintd, doua demersurn:

- primul descriptiv, ce constd in cdutarea functiilor de discriminare liniare pe

esantionul de volum »n (adicd gasirea combinatiilor liniare de variabile
explicative x,.x,....x, acaror valon separa cel mai bine cele g clase),

- al doilea decizional, ce consti in aflarea claselor de afectare a celor »’ indivizi
noi descrisi pnn variabilele explicative (x,,x,,....x,) (numit esantion de test).

Este vorba aici de o problemd de clasare in clase preexistente, in opozitie cu
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problemele de clasificare (capitolul 2) care constau in construirea de clase cat
mai omogen posibil intr-un egantion dat.

xl aen xp
n observatii -
(esantion de X -«  Funclii
invilare) discriminante
"(:;T;?mpml ) —— afectare ——»

Figura 3.1-1 Principiul analizei discriminante

3.1.2 ANALIZA FACTORIALA DISCRIMINANTA

Fie tabelul observatiilor Xe M, ,(R) cu X = (xy)fll_:

Cei n indivizi sunt impartiti in g clase (se cunoaste afectarea fiecarui individ la o
clasi, clase presupuse disjuncte).

Fiecare clasd k caracierizeaza un subnor 7, de n, indivizi, unde

9
Sn, =n
k=1
Se noteaza cu g, centrul de greutate al clasei £ si cu g centrul de greutate al norului,
adica

0= (5),, unde 7= L5,

k iel,
respectiv
- -1 in
g:(x,) .~ Cux;,=— . —k
J=lp ni3 —n
5
G
x
L
b

Figura 3.1-2 Reprezentarea norului de indivizi discriminati
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Pentru precizarea ideilor si consideram o multime X de date dinir-un spatiu
bidimensional. Valornilor caracteristicilor x), si x2 ale datelor sunt date de proiectiile
norului X pe axele de coordonate Ox, §i Oy. Structura de clase a lui X se poate in acest
caz detecta pnn simpla inspectie vizuald, in unele situatii se poate constata ci nu exista
in X o structuri de clase bine definita. Diferiti observaton pot indica diferite modun de
grupare a datelor in clase. Aceasta relevd faptul ci puterea de disciminare a
caracteristicilor (axelor) este slaba pentru datele considerate. Exista doua posibilititi: fie
ci nu s-au ales cele mai bune caracteristici ale datelor, fie ci datele sunt, prin natura lor,
foarte aseminatoare. Este uneori posibil si determinim un nou sistem de coordonate
fala de care structura de clase a norului X sé fie mai evidenid decét in sistemul inifial.
Axele noului sistem au deci o putere de discriminare a claselor din X supenoar celei a
axelor initiale, in unele situati este suficient sa determindm o singura axa discriminantd,
astfel incat proiectiile norului X pe aceastd ax3 sd conste din clase compacte §i bine
separate. in Figura 3.1-3 axa 1 are o buna putere discriminanti in timp ce axa 2 (care
este axa pnncipald uzuald) nu permite o separare a proiectiilor celor doui grupe.

Figura 3.1-3 Axe cu proprictati de discriminare diferite

Marirea puterii disciminante a axelor poate fi asadar reclamata de datele problemei,
pentru a putea ,.vedea" o anumita structura in date. Determinarea axelor discriminante
poate servi §i ca o tehnicd de reducere a dimenstunii spatiului vanabilelor. Prin aceasta
tehnica sunt selectate cele mai relevante caractenstici. Reducerea dimensiunii poate fi
impusa si de necesitatea vizualizarii claselor prnin proiectarea datelor intr-un spatiu cu
una sau doud dimensiuni, in acest caz cennia fundamentald este ca pnn proiectarea
datelor intr-un spatiu de dimensiune redusad la clase compacte §i bine separate din
spatiul inifial s corespunda clase compacte §i bine separate din noul spatiu.

Fie combinatia liniard, pentru individul i, formati cu cele p vanabile

a(i)=zp:aj(xi —;1)2, i=kn.
J=1
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Atunci, dispersia empirici a lui a=(a(i))", este

D’ [a]=%§a2(1)= %Z":[i“f (xy—;f)z}

i=1 | =1

1 2 - -
= ;Zzz;ajaj, (x.y. - x,-)(xg. - x,-')
P J=E
cici componentele sunt centrate. Inversand ordinea de sumare §i notand

=—Z( x; x,)(x —x,) cov( )

dispersia empiricd a variabilei a se poate scrie

D*(a)= Ziaa cov )=a'Ta.

J=1 =1
Ca 51 in analiza dispersionald (vezi, de exemplu, Viduva (1970)) sid descompunem
matncea de covananid intr-o componentd intra-clase (in inteniorul claselor) si o
componenti inter-clase (intre clase) obtindnd formula de descompunere a lui Huyghens
(sau ecuatia analizei dispersionale).
Sa pormnim de la identitatea

X, =X, =(x!.,. —L,)+(xb.—;j)
si sd observim c4, din definitia lui xj,
;(xy —}kj)(x‘f —;,«)z (xb., —;f);(xy_ —;kj)zo

si in mod analog

Notind cu d, =13 (x, - %) (5, -7w) si u e, =Y %l 5,) (7 -3)

e, k=1
relatia de mai sus se scrie matricial
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T=D+E 1)
Astfel, dispersia unei combinatii liniare de vanabile a se descompune in
aTa=aDa+aEa 2)

Reamintim cd, dintre toate combinatiile limare de variabile, sunt cdutate cele care au
o dispersie intra-clase minima §i o dispersie inter-clase maxima. in proiectie pe axa
discriminanti a fiecare subnor trebuie si fie, in masura posibilului, in acelagi timp bine
grupat si bine separat de ceilalti subnon.
Trebuie gisit a asifel incat
a'’Ea
a'Da

sa fie maxima (sau echivalentul % minima)
a’Ea

sau, conform (2), sa se maximizeze f(a)= % (raportul dintre dispersia inter-clase si
a'Ta
dispersia totala).
Asadar, un punct stationar alui f(a) se afla rezolvand ecuatia
(a'Ta)(2Ea) - (a'’Ea)(2Ta) _ 0

J(@)=0= (a'Ta)2

cici di(a’Ea)=2Ea daca E este simetrici (51 este cici E §1 T sunt matrici de
a

covarianti, in plus T este inversabila). Rezulta
(a'Ta)Ea=(aEa)Ta

Ea=(a,—Ea]Ta |xT" 3)
a'Ta

rra-( 222}

P
a'Ta

Asadar f (a) este maxima daci este egald cu 1 valoarea proprie maxima a matricii
T 'E iar a este vector propriu corespunzitor lui 4 maxim.

Observatii

1. T 'Eesle o matrice p x p, in general nesimetrici. Din punct de vedere al calcului
numeric, avand in vedere ¢ g << p, este interesant de aflat vectoni st valonle

proprii ale unei matrici simetrice de dimensiune ¢ x ¢.
2. Sa observdm c@ E este produsul unei matrci Ce M, (avind coeficientii

Cx :,/n—"(;y—;,)) cu transpusa sa deci revenind in (3) T !'C'Ca=Aa sau
n

CC'a=ATa §i punand a=T 'Cw rezulta
CC'T'Cw = ACw 4)
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Daci w este vector propriu corespunzitor lui A al matricii C'T'C atunci el
verifica relafia si a si A verifica relatia (3). Cum C'T'Ce M, (R) si este
simetricd, in practici se diagonalizeazid aceasti matrice iar apoi se afla
a=T'Cw.

3. A, Senumeste putere discriminantd si din (1) este mai mic3 sau egali cu unu

Daca:

- A, =1 corespunde cazului A) din Figura 3.1-4. in proiectie pe axa a dispersiile
intraclase sunt nule. Cei & non sunt fiecare intr-un hiperplan ortogonal pe a.
Discriminarea pe aceastd axd este perfectd dacd centrele de greutate se
proiecteazd in puncte diferite.

- An =0 corespunde cazului in care cea mai bund axa disciminanta nu poate sa
separe cenirele de greutale g, pentru ci acestea sunt confundaie. Norii sunt deci
concentrici §1 nelimari separabili (cazul B) din Figura 3.1-4). Este posibil sa
existe posibilitatea unei suprafefe de decizie nelimar; in cazul de fala este vorba
de o functie pitratica.

Valoarea proprie 4 este 0 masura pesimisti a puterii de discnminare a unei axe.
Cazul C) din Figura 3.1-4 aratad ci cele doud clase sunt liniar separabile pe axa
considerati in pofida faptului ca 1 <1.

Numarul dre valon proprii nenule, deci a axelor disciminante, este egal cu ¢—1 in
cazul obignuit, unde n > p > ¢ si vanabilele nu sunt legate pnn relafii linare.

Clasa } Clasa 2
» ‘l o m -
3 s 2 n» ‘l
C)

Figura 3.1-4 Exemplificarea diferitelor puteri de discriminare a unei axe
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Odata gisite axele cu puterea de discriminare cea mai buna pasul urmaitor consta in
gasirea suprafetelor de dicizie.

3.1.3 METODE GEOMETRICE

Metodele geometrice de analizd discnminants, esentialmente descriptive, se bazeaza
pe notiunea de distant3 i nu utilizeaza nici o nofiune probabilistd Pentru detalii privind
aceastd sectiune pot fi consultate monografiile Anderberg (1973), Duda&Hart (1973)

3.1.3.1 Suprafete de decizie

in context gometric, discriminarea poate fi interpretatd ca o impartire a spafiului
vanabilelor in regiuni, numite regiuni de decizie, fiecare regiune fiind asociatd cu o
clasd de obiecte. Regiunile de decizie §i implicit clasele corespunzitoare, se zc
separabile daci ele pot fi separate prin suprafete din spatiul vanabilelor.

Suprafetele de separare ale regiunilor de decizie se numesc §i suprafete de decizie.
Daci suprafetele de decizie sunt hiperplane, clasele de zic liniar separabile.

Sprafetele de decizie pot fi descrise cu ajutorul uneir multimi de functii de
discriminare sau functii de decizie.

“2
oty
ocA2

/

"

Figura 3.1-5 Dous clas liniar separabile din R*, notate 4,si A,

Clasele ce apar in multe probleme concrete nu pot fi, in general, precis definite,
deoarece aparienenfa unor elemente la una sau alta din clase poate fi incerid. Acesle
clase [&ra margini precise, in care tranzitia de la apartenenti la neapartenentd este mai
degraba graduald, pot fi descrise pnin multimi nuantate (fuzzy sau cu apartenentd
divizatd. Vezi, de exemplu, Dumitrescu (1999)).

Vom considera cazul claselor separabile. Functia de discriminare atageaza fiecare
obiect unei regiuni R din spatiul variabilelor, regiune delimitatd pnn intermediul unei
multimi de suprafete de decizie. O functie de discriminare instruibild (cu invdtare) tinde
sd reducd numirul caracteristicilor incorecte, ficind acest numir cit mai mic posibil,
eventual nul. Acest lucru se realizeazi pnin ajustarea mul{imii R a regiunilor de decizie
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ca raspuns la observatiile facute asupra unei multimi de obiecte de instruire. Mul{imea
obiectelor de instruire se numeste multime de instruire. Ajusiarea regiunilor de decizie
ca rezultat al observatiilor asupra multimii de instruire reprezinta faza de inwitare sau
instruire a functiei de discnminare.

Daci se cunoaste dinainte numirul claselor si pentru fiecare obiect din mulfimea de
instruire stim clasa caruia acesta apartine, invafarea se zice supervizatd sau cu profesor.
Dacia structura de instruire nu este cunoscutd, adici pentru nici un obiect din aceasti
multime nu cunoaglem dinainte clasa, instruirea se zice nesupervizatd sau fird profesor.

Procedura prin care regiunile de decizie sunt ajustate ca rispuns la observatiile
privind clasarea vectorilor din multimea de instruire, constituie procedura de instruire.
Dupi ce clasele §i suprafelele de decizie sunt stabilite prin faza de instruire (functia de
discriminare este instruitd), functiei de discriminare i se prezintd date ale ciror clase nu
se cunosc. Aceasla faza in care obiecte noi sunt asociate uneia sau alteia din clasele
stabilite, se numeste fazd de lucru, sau decizionald sau inc3 de afectare. Uneon faza de
instruire §i cea de lucru pot si coincidd sau si se suprapuni parfial. Este ceea ce se
intampld in cazul clasificdrii nesupervizate.

S3 considerdm ca in mulfimea datelor sunt prezente g clase, notate A4,,....4,.
Distingem urmatoarele trei cazuri de separabilitate:

Cazul 1. Fiecare clasa 4, este separabild de toate celelalte pnintr-o singura suprafata

de decizie. Exista g funciii de decizze. Notam cu g,:R” >R functia de decizie
corespunzitoare clasei A4,. Ecuatia suprafejei de decizie ce separd clasa 4, de toate
celelalte clase este g,(x)=0.
Pentru fiecare clasa regula de afectare este
dacd x € 4, atunci g, (x) > 0.
Daci pentru un punct x nou considerat avem
g(x)>0si g (x)<0. j=l...q.j=i
atunci x esle atasat clasei 4, .
Regiunea de decizie R corespunzitoare clasei A, va fi asadar

R, ={xe]R”|g,(x)>() sig (x)<0, j=l,...,q,j¢i}.

Punctele ce nu apartin nici unei regiuni de decizie formeazi o regiune de
nedeterminare (RN). Suprafetele de decizie apartin regiunii de nedeterminare. Este
posibil ca regiunea de nedeterminare RN si contina §i alte puncte decit cele apartinind
suprafetelor de decize.
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gzli)-o

Figura 3.1-6 Cazul 1 de scparabilitate

Cazul 2. Fiecare clasa este separati de oricare alta printr-o suprafati de decizie
distinctd. Clasele sunt asadar doua cite doud separabile. Exista q(g-1)/2 suprafete de

decizie generate de functiileg, : R” — R. Suprafata de decizie corespunzitoare claselor
A, si A, are ecuatia g,(x)=0. Functile de decizie satisfac conditia
&y (x)= —&y (x), vx.
Punctele clasei 4, se afla de partea pozitivi a suprafetei g, (x) = 0. Regula de decizie
este:
X€EA g(x)>0,Vjzi
Regiunca de decizie R corespunzitoare clasei 4, este
R, ={xeRP|gU(x)>0 j:ti} .

La fel ca si in conditiile cazului | de separabilitate, este posibil si existe o regiune de
nedeterminare, neapartinand nici unei regiuni de decizie.

7 7
o Y
N /
TN~ ——— 7 l
S~ ;O
~ /
S
/ \\_\ -
7
. ~

Figura 3.1-7 Cazul 2 de separabilitate

Cazul 3. Exista k functii de. Regula de decizie se formuleazi astfel:
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x € 4 dacd gi numai dacd g,(x)>g(x), Vj=i.

Regiunea de decizie R corespunzitoare clasei 4 va fi agadar
R, ={xeR”|gi(x)>gj(x) Vj:ti}.

Suprafata de decizie dintre clasele 4; si A, are ecuatia
g(x)=g;(x), VxeR? j=i.

Obiectele clasei 4; se afla de partea pozitiva a suprafeter de separare.

Observatie. Separabilitatea de tip 3 implica separabilitatea de tip 2. inir-adevar, sa
punem
g, (x)=2/(x)-8,(x)

si sa admitem separabilitatea, in conditiile cazului 3, a claselor 4,..... 4, . Dacé x apartine

regiunii clasei 4;, atunci g;(x)>g,(x), Vj#i. Avem ca g;(x)>0. Vj=i. Rezulta
asadar ca daci clasele sunt separabile fald de conditiile cazului 3, ele sunt separabile si
fata de cazul 2. Reciproca nu este in general valabila

In conditiile cazului 3 de separabilitate nu exista alte regiuni de nedeterminare decét
supraletele de separare (vezi Figura 3.1-8).

SN

lg'— ﬂ,]ll'xﬂ
Az

19,- 94 W=} @ 19,- 90

Figura 3.1-8 Cazul 3 de separabilitate

in cele ce urmeazi, prin separabilitatea a doua clase vom intelege, in absenia altei

precizar, separabilitatea sub conditile cazului 3.
3.1.3.2 Functii de decizie afine i liniare

De o mare importanti praclica este cazul cind clasele sunt liniar separabile. in aceasta
situatie functiile de decizie sunt functii afine.

O functie afind de decizie g este o aplicatie afind g:R? — R, adica g se poale scrie
sub forma
xeR”?.

g(x)=wx+w,
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unde veclorii caracteristicA se considera ca find vectori coloand si
W= (w, e W p) . w,eR senumeste veclor pondere sau veclor paramelru.

O conventie uzuali este si se adauge w1 ca ultima componenta a vectorului w. Se

defineste astfel vectorul pondere extins v:(wl,...,wp,wp) i, respectiv, vectorul

caracteristica caracleristicd extins y=(x,,...,xp,])_ Vectonii y vor {1 elemente ale

spatiului extins al caracteristicilor, spatiu notat cu Y . Pnin aceasta manre a dimensiunii
spatiului caractenisticilor, proprietitile geometrice ale claselor nu sunt alterate. Cu noile
notafii introduse funcfia afind de decizie se transforma intr-o functie liniara de decizie

g:¥Y >R, YcR"' datdde expresia
g(y)=vy. ye¥.
Daca g. este functia de decizie liniara corespunzand clasei A4, atunci, in conformitate
cu cazul 3 de separabilitate, un obiect y este atasat claser 4, daca
g(¥)=¢,(3)- Jj=i.
Consideram o funclie r:Y — {1.2,....q}. Functia r a fiecarui vector caracleristica y
face sa-i corespunda indicele unei clase. Regula de decizie se reformuleaza astfel:
r(y)=i dacd gi numai daca g,(x)>g,(x). Vjz#i.
in cazul cind exista doar doua clase, putem considera o singura functie de decizie
g:Y >R daia derelaia

&(Y) = g(y) - &(¥)-
Daca g(y) > 0, atunci y apartine clasei A, iar daca g(y) : 0, atunci y apartine claset
Aa.
3.1.3.3 Kcuatia unui hiperplan
Reamintim cé ecuatia unui hiperplan ‘H ce trece pnntr-un punct x, §i este normal pe un
veclor unitar u se poate scnie sub forma
(wx=x,)=v(x-x,)=0
cu produsul scalar uzual.
Ecuatia drepter A ce trece printr-un punct z, §i este ortogonala pe hiperplanul ‘H
de ecuatie se scrie
X-Z,=Iu. teR
adica
X=2z,+/u. [(eR

Pentru a gisi intersecfia lu1 4 cu A inlocuim ecuapia dreptei in ecuatia
hiperplanului. Obtinem
u’(z,+ m-x) =0,
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si deci
m'e = w'(x, - z),
de unde, tinind cont ¢a |uf =1, gasim
g= 9 (% —2)
LY
Punctul de intersectie al dreptei cu hiperplanul ‘A va fi agadar
"=z, + v'(x,- z)u.

=a'(x, - z,).

Distanta de la punctul z, la hiperplan este deci
d(H.z,) = x' 2|

= o (3o =2 )l

= |u'(1(0 -1z, )I
Distanta de la onginea spatiului la hiperplan se obfine punand in relatia de mai sus
z, =0 si deci
D=d(H,0)=|u'x,|.

3.1.3.4 Hiperplane de separare

intr-un clasificator liniar regiunile de decizie sunt marginite de hiperplane sau de
portiuni de hiperplane. Daca regiunile R;, §i R; au o frontiera comuna, suprafata de
decizie ce le separa este hiperplanul de ecuatie
g{y) - g(y) = (v[- vy = 0.
Observam ci in spaliul extins al caracteristicilor toate hiperplanele de separare trec
prin originea spatiului.
In spatiul caracteristicilor ecuatia suprafetei de decizie este

g(x)=g,(x)
deci avem
WX+W, =W X+W

F el ,.pe1 Sau w’x—wpq =0
unde am notat
W=W, —W,
wp+] = wi,pal - w_y,pd
Din relatia de ma sus rezultd ci ecuatia hiperplanului de separare in spatiul

caracteristicilor se mai poate scrie sub forma

w' wp+l
—X+—-—0=0
Wl Il
Comparand aceasta ecuatie cu ecuafia generala
u’x - u'x, =0
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a hiperplanului ce trece prin punctul x,, obfinem ¢ vectorul unitar normal pe hiperplan
este
w

]

s
w

Iwl

Rezulta c distanta de la origine la hiperplanul de separare se poale scrie

4 —_
u'x, =

w +
D=|wx,|= |"$|] :
Distan{a de la punctul z, la hiperplan va fi
d(H.z,)= |u'(x0 - zo)|

N L
Wl Iw]
1),

="7"|wzo+wp,,|.

Formulele stabilite ne vor fi utile in studiul geometrier functiilor discnminante
limare. '

3.1.4 FUNCTI DISCRIMINANTE CU DISTANTA MINIMA

in aceasta sectiune ne propunem sa aritam cum clasarea prin minimizarea unei functii
cnteriu ne conduce la o clasa de functin discriminante liniare. Funclia criteriu
considerata aici este distanta de la vectori caracteristici la prototipurile claselor.

Patratul distantei euclidiene de la un vector x din X la prototipul L; al clasei 4,, se
scrie

(L) =s L[ =(-L) (x-1,)
=xx—-2x'L,+L'L,
Un veclor x este atagat acelei clase A, de al carei prototip x este mai aproape. adica
xe A daca d(x.L))= mjind(x.L_,) .

Distan{ele fiind intotdeauna poztive, a minimiza d este echivalent cu a minimiza d*.
Deoarece x'x nu depinde de clasa / distanta lui x la prototipul L; se mai scrie
d*(x.L,)=xx-2(x'L,-LLIL).
O clasificare echivalentd cu regula de asignare de mai sus se obtine considerand functia
g R 5> R datade
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gl (‘) = X’L’- - %L:Ll -
Regula de decizie devine
x € A daca g,(x)=maxg,(x).
RS,
Am obtinut ca g; este o functie afina de decizie. Notand
¢, =L sic ., ,=5LL,.
putem scne g; sub forma standard
g(x)=cx +6, -
Suprafata de decizie ce separa clasele 4, §1 A4, are ecuatia
g(x) = g(x),
adica. {inand cont de forma lui g, avem cé
] .
M, - Lyx+ S (UL - LL) = 0,
ceea ce se mai poate scrie sub forma
1
(L-LY(x- J@L+L)=0
Notand
c=L,-L, si x,=4(L,+L))
ecualia suprafetei de decizie devine:
e(x-x)=0
Suprafata de separare este dect un hiperplan ce trece prin punctul x, si este

ortogonal pe vectorul ¢. Cu alte cuvinte, hiperplanul de separare este ortogonal pe
dreapia ce uneste prototipurile claselor, pe care o intersecteaza inir-un punct x, situat la
Jumatatea distantei dintre prototipuri.

Functia discriminanii cu distan{a minim3 este adecvat pentru cazurile cand punctele
unei clase tind si se aglomereze in vecinatatea unui punct prototip, formand un nor
(cluster) de puncle.

3.2METODE PROBABILISTE DE DISCRIMINARE

Aceastd secliune este dedicata aspectului inferential al analizei discriminante prin
abordarea probabilista a metodelor de discriminare. Principalul instrument folosit este
teona bayesiana a deciziilor. Se vor considera diferite metode de estimare a parametrilor
necunoscutil din densitatea de probabilitate atagata mulfimii datelor.

3.2.1 PRELIMINARII
Definitia 3.2-1 Fie (€, %, P) un cAmp de probabilitate §i 4,B € X cu P(B)>0
125

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 3

P(ANB)
P(B)
se numeste probabilitatea conditionatd a evenimentului A4 relativ la evenimentul B.

Py: % >R cu P,(A)=P(A|B)=

Lema 3.2-1 Fie (%, P) un cimp de probabilitate 5i {4},

i€l
evenimente. Are loc urmdtoarea egalitate (formula lui Bayes a probabilitdtii cauzelor)

un sistem complet de

(40B) (’P(B(mf)
P(A B P(A
R T )

_ _P(4)P(Bl4)
2.P(4)P(Bl4,)

.....

Definitia 3.2-2 Fie (L %,P) un cimp de probabilitate, X variabila aleatoare si
Ae %k cu P(4)>0,F,:R—>[0,1]
F,(x)=F(x|4)=P(X <x|4) (V) xeR
se numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare X conditionatd de evenimentul A.
Analog f(-|4):R—> R se numeste densitate de repartitie conditionaid. unde

F(xl4)=[" f(r14)dr.
Observatie. f(x|A4)=1"(x|A4) aproape peste tot.
pd
Lema 3.2-2 P(A|X =x)= M.
f(x)
Fie (X,Y) variabild aleatoare bidimensionald, cu densitatea de probabilitate / si
functia de repartitie F, adica
F(x,y)= f J-_y h(t.s)dt ds
Functia de repartitie a fui X este
Fy(x)=P(X <x)=P(X <x,Y <o)=F(x,00)= _,[_I _.‘Rh(t,s)dlds
si densitatea de probabilitate a lui X este f(x)=Fy (x)= IRh(x, s)ds .
Analog, densitatea de probabilitate a lui Y este g(y)=F;(y)= .[Rh(t,y)dl .
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Lema 3.2-3 Dacd h este densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare (X ,Y ) f

este densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X yi g este densitatea de
probabilitate a variabilei aleatoare Y, atunci

1) f(x):IRh(x,y)dy ;
2 g(y)= J'Rh(x,y)dx :

3 f(xly)= h(x.y) daca g(v) >0 altfel arbirrar:

g(»)

4 g(ylx)= h(x. ) daca f(x)>0 altfel arbitrar;

f(x)
5 f(x)=] f(xly)g(y)dy:
6) g(_v)=f g(ylx) f(x)dx:
f(x1v)e(y) _ f(xly)g(y)
I(x) [,/ (xlr)g(r)de

7 g (}’ | x ) (formula lui Bayes pentru densiltditi

de probabilitate).

32.2 FORMULAREA BAYESIANA A PROBLEMEI DE
DISCRIMINARE

Problema de discnminare (sau clasare. atentie! nu de clasificare) formulata in termenii
teoriel statistice a deciziei esle urmaloarea:

Ddndu-se:

e K grupe (populatii) T1,.11,...11y specificate prin distributiile lor de
probabilitate P(x)=P(X =x|xell;) cu i=1K;

e gq,.i=1LK, probabilititi a priori, ca un individ (observatic) sG provind din

populatiile T;. i=1K ({q, ). formeaza un sistem complet de probabilitdti, adica

Zq, =1):

1

* X spatiul observatiilor asupra a p variabile aleatoare ¢,.....¢, (predictori);

) {C(j|i) }u:l costurile erorii de clasare (costul clasdrii unei observatii
provenind din populatia T1, in populatia T1,. i = j);

e sd se gdseascd o partitie 1{={R,}:(=l a spatiului X  (adicd

127

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 3

K _
X=UR,. RNR,=3. i=#j. 1ij=1K)astfelincit
1

K X
24,1 2.CUMP(15R)
i=1 i=l
sd fie minima.
in cele de mai sus am notat cu: P(jli,R):jP,.(x)dx i#j,  ij=LK
RI

probabilitdfile de eroare pentru o partitie R data
3.2.2.1 Regula Bayes pentru distributii cunoscute
In aceasta sectiune presupunem {a.}, si {P}, cunoscute. Aceasta va permite si se
construiasca procedura de clasare cu proprietdi de optimalitate, dar cu aplicabilitate
practici directd redusi, deoarece in realitate, cel putin distributile {£} sunt
necunoscute.
Fie ¥ ={l...K} spatiul etichetelor claselor si fie distributia de probabilitate pe Y

K
P, (x)= Zq,o",. (x). unde s-a notat cu &, (x) functia Dirac (adica &,(x)=1 daca x=i §i 0
1=

in rest).
Definitia 3.2-3 O funcfie ¢ : X > Y ce estimeazi clasa c(x)=yeY alui x, dupa

ce xe X afost observat se numeste plasator.
Pentru a aprecia calitatea plasatorului este natural si se studieze probabilitatea de
misclasare pentru clasa & :

pme (k)= l’[ {c(x)=k|{xell, }} ]
Se considera functia de pierdere discreta !(c(x),j) pentru plasatorul ¢ fata de clasa
J §i nscul functional al plasatorului ¢

R(E)-M,[1(e(2)-)]- Samme =303 [ R

i=1 -1 r
J® 4

cdci in acest caz particular, distributia de probabilitate pe X xY este din constructie,
H(x.1)=q,F,,,(x). cu e(x)e¥ notalie pentru clasa lui x.

Daca se considerd costurile misclasarii {C(j|i) }K, | egale cu unitatea (ipotezi
nJj=

naturala in multe situatii practice, exceptie facand situatiile din medicind (cand costul
erorii de a considera un bolnav sanitos, poate fi dramatic, fatd de costul eroni
considerdrii unui om sandtos ca bolnav) atunci, un plasator va fi optim daci
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minimizeaza riscul funcfional R (c) (adicd exact functionala din enuntul problemei de

clasare).
Sa mai notdm ca probabilitatea a posteriori a unei clase i, dandu-se X =x este

P(ilx) =3P G)
Z‘quj(x)

Cu acestea se pot enunia urmatoarele rezultate:

Teorema 3.2-1 (a . regiunilor”) (Anderson, 1958) Partitia R a lui X care
minimizeazd riscul functional este R ={R, }il cu

X X
R={xeX|) qP(x)<) qP(x). k=i k=1K}, i=1K.
71 J=

Demonstatie: Pentru simplificarea demonstratiei sa presupunem k =2 (doar doua
populatii) si C(1]2)=C(2|1)=1. Atunci media costului misclasificarii este

af, R (x)dn+q., P (x)dn m

Pentru a minimiza pe (1), un x dat va i asignat populatiei cu probabilitate a
posteriori maxima. Astfel, daca

ah(x)  a.P(x)
@B (2)+ 4.2 (x) ~ aR (x)+4q.F;(x)
atunci x va fi asigurat lur I1,, altfel lui I1,.

(2)

Cum minimizam probabilitatea de misclasare in fiecare punct, mimimizim costul
misclasirii pe ol spatiul.
Asadar regiunile de decizie sunt:

R :xe X q,P(x)2q,P,(x)
R, xe X q,P(x) <q,P,(x)
Daci ¢,/’(x) = ¢,P,(x) punctul poate fi clasificat fie in I1, fiein [1, (arbitrar in (3)

(3)

a fost asignat lui I1,).

Daca ¢,P(x)+q,P,(x)=0 la fel punctul poate fi asignal oricarei regiuni.

Sa aratam acum cid (3) este cea mai bund procedurd Pentru orice partifie
R = (Rl’,R; ) alui X probabilitatea de misclasare este

q, J‘R; B(x)dx + qu‘R_P2 (x)dx= IR; (¢, (x) - g.P.(x))dx + qzj‘R_ P (x)dx (4)
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Dar qsz; P, (x)dx + qZIR: P,(x)dx = qu‘XP2 (x)dx (=¢, daca suppP,c X sau
conslanti in caz contrar).

Relatia (4) va fi minima daca R, va include punctele x pentru care
q,P,(x)-¢,P,(x) <0 si va exclude punctele pentru care ¢,F,(x)-g.P(x)>0; adica
R, =R,= R’ =R (capantitii ale aceluiagi spatiu).

Daci, in plus P[ 1(x) -4 | I, J i=1,2 atunci procedura Bayes este unica

P, (x) q,
exceplie o multime de probabilitate zero.
Daca C(1]2) # C(2|1) #1 atunci regiunile de decizie se scriu

R(x) . C(112)g.

Bxed pmI T o
. B(x) C(112)g.
R, xeX P, (x) < c(2)g,
W]

Observatie. Regiunile de decizie Bayes se inscriu in cazul 3 de separabilitate.

Corolar 3.2-1 (Ripley, 1996) Plasatorul care minimizeaza riscul functional, este
Cp(x)=j.daca P(j|x)= {r)gi\({l’(i [x).

Daca maximul din enunjul de mai sus este atins pentru k <<K clase, atunci lui
¢, (x) ise vaasigna una din cele & valori, selectata aleator.
Daci probabilitatea ca maximul sa fie atins pentru mai mult de un i, pentru x dat,

esle zero. atunci plasatorul i deci §i partitia R sunt unice, modulo o multime de masur3
nula

Nu existé nici o restrictie pentru tipul de densitati P,.... P, : in particular, acestea nu
trebuie sa fie densitati fatd de masura Lebesque.
Definitia 3.24 Plasatorul c,(x) se numeste plasator Bayes. riscul functional pe

care acesta il minimizeazd se numesle risc Bayes sau eroare Bayes, iar parlifia R care

determind si este determinatd de plasatorul Bayes, se numesle procedurd de
discriminare (clasare) bayesiand.

Data fiind importanta conceptului, vom prezenta §i alie proprietati ale procedurilor
de discriminare bayesiana.
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Fie r(i,j.R)=C(jli)P(jli,R) costul misclasani unei observatii din populatia I, in
populatia I1, prin procedura de clasare data de partifia R a spatiului X (numita in cele
ce urmeaza procedura de clasare).

Definitia 3.2-5 Procedura R este mai bund decét procedura R* ©

r(i.j,R)< r(i,j,’R,') (V)i=z), ij= LK
si cel putin una dintre inegalitéti este stricta.

Definitia 3.2-6 Procedura R este admisibild dacd si numai daci nu existd o
procedura R* mai buni decit ea.

Definitia 3.2-7 O clasa de proceduri este completd daca pentru orice procedura ce
nu apartine clasei, existd intotdeauna o procedura in clasa care esie mai buni decét ea.

Definitia 3.2-8 O clasa de proceduri este minimala §i completd daca nici una din
submultimile sale nevide nu formeaza o clasd completa.

Propozitia 3.2-1 (Anderson, 1958) Dacd P (PJ (x)=0lxell)=0 (V)i=/,

i,j =K atunci orice procedurd bayesiand este admisibild.

Cu alte cuvinte, Propozitia 3.2-1 afirmi cé o conditie necesaré pentru ca o procedura
si fte admisibild (si nu existe o procedura de clasare mai bund decat ea) este ca

suporturile tuturor distributiilor de probabilitate {P, }:il sa difere intre ele doar pe o
multime de probabilitate nuld.
Demonstartie: Fie R =(R, Rz) Prin reducere la absurd presupunem cd R
procedura Bayes nu este admisibild, atunci
P(1|2,<Jr)s1>(1|2,9z)
si 1’(2|l,9l') < P(2|1.R) cu cel putin una din inegalitati stricte.

Dar R este procedurd Bayves (adica minimizeazi media costului / probabilitafi de
misclasare), deci

a.P (211, R)+q,P(112,.R) < q,P(21,R")+ q,P(1]2.%")

= q,|:P(2|],‘.R)—P(2|I,9?{‘)]qu[P(llz,SR')—P(llz,‘Jl)]

Dacid ¢, >0 si P(1|2,9i')SP(1|2,‘H):>membrul stang al inegalitatii (1) este
nepozitiv = P(2[1,R) < P(2|1,‘R'). Contradictie, R" nu este admisibila

(1)

Daci g, >0, similar = P(1]2,R) < P(IIZ,?I') deci iarigi contradiclie.
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Dacd g, = 0 atunci
0<P(112,%°)-P(1|2,R) )
si regiunea R :xe€ X ¢,P(x)=q,P,(x) a oricdrei proceduri Bayes va contine doar
punctele x pentru care 2 (x)=0= P(1|2,R)=0 (caci P(I|2,R)= J‘R, P, (x)dx) si din
inegalitatea de mai sus = P(l|2,91') =0.
Din ipoteza P (P2 (x)=o0|m, ) =0 rezulta. ca evenimenlte complementa-
re, P(P,(x)> 0|11, ) =1
Sa observam ca
P(2|1L,R)=P(P,(x)>0[T1,) =1
si cum R* este admisibila trebuie ca si
P(2R)=1 (3)
Din (2) si (3) rezultd ci nici una din inegalitatile de definitie a admisibilitatii lui R”
nu sunt verificate. Contradictie.
Daci g, =0 atunci 1’(2|1,R)S P(2[1,R') contradictie cu ipoteza de admisibilitate
alui R°.
0

) .
Propozitia 3.2-2 (Anderson, 1958) Daca l’[%‘__)):bneﬂk]zo, (9)i = .
(0
i,j,k:l,_l( §i 0<b<x. atunci fiecare procedurd admisibild este o procedurd
bayesiand.

Cu alte cuvinte Propozitia 3.2-2 afirmd ca o conditie suficienia pentru ca o
procedura bayesiana sa fie admusibila este ca oricare doua distributii de probabilitate 7,

si P, i,j=1K sifie proportionale intre ele cel mult pe o multime de probabilitate nula.

- P(x -
Demonstratie In conditia P[ PI (( ; = blﬂ,]: 0 i=L2 0<bh<oc
X
B(x

1 (x) =00 inseamnd ca P,(x)=0.

P, (x)

Atunci oricare ar fi ¢, procedura Bayes este unica. In plus functia de repartitie a lui
R(x)/P,(x) este continua.
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Fie W o procedurda admisibild.  Atunci, exista b astfel 1incét
>
1

P(2|],‘.R)=P( h(x) sb|l’l,]:P(2|l,ﬂi') unde R'este procedura  Bayes

P, (x)

corespunzand lui g,/q, =b caci R Ah.e 51 R :ﬂsgz—.
£ g P
Cum R este admisibila P(12,%)< P(1]2,%") ().

Din propozitia de mai sus 9" Bayes este admisibila (cici sunt verificate ipotezele
propozifiel din cazurile particulare =0, b=o00) deci

P(112.%)2 P(1]2,%°) ).
Din (1) si din (2) = P(]|2,‘JI)=P(l|2,‘Ji') deci ‘R esle o procedura Bayes; din

unicitatea procedurii Bayes R este aceeasi cu R”.

Cu acestea, rezultatul cheie al analizei discnminante clasice este:

Teorema 3.2-2 (Anderson, 1958) Dacd P[%:bueﬂk]:O (V)i;tj,
X

J

i.j.k=1K §i 0<b<w, atunci clasa procedurilor bayesiene este minimald i completd.

Acest rezultat justificd de ce, atunci cand ipotezele din Propozitia 3.2-1, Propozitia
3.2-2 g cele de la inceputul acestui paragraf sunt indeplinite, intreaga cercetare se
reduce la a construi o procedurd admisibila sau a aproxima, intr-un anumit sens, o astfel
de procedura.

3.2.2.2 Clasificarea Bayes in cazul a doud populatii normale
multidimensionale cu parametrii cunoscuti

Fie k¥ =2 populaln caracterizate de densitétile de probabilitate
1 1 ' -
P (x)= —ﬁexP[‘E(x—Pf) z l(‘*l'f)}
(27)" |z
adici X €1, = X ~N(u,.E) cu p,e M, (R) vectorul medie si £e M, , matricea

de varian{a-covarian|a.
Raportul densitétilor este

~
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R(x) exp[—%(x—ll-.),z_l(x_lh)}
P(x)” exp[_%(,_,.z)'z-'(x-pz)}

Conform teoremei de mar sus, regiunea de clasificare in I1 K. este mulimea

punctelor x € R” pentru care raportul densitatilor este > ¢ (cu ¢ ales convenabil). Cum
functia logaritmica este monoton crescitoare conditia de definire a lui R, poate fi
rescrisa ca:

o) B (e~ (o 2 (xy) 2 toge

Termenul sting al inegalitatii de mai sus, dupa desfacerea parantezelor si efectuarea
reducenlor, devine:

re- 1 "o
x'Z I(l‘l _”2)_5(”1 +"2) r l("l —"2)
Observatie. Primul termen al formulei de mai sus este binecunoscuta functie

discriminantd a lui Fisher.

Corolar 3.2-2 (al teoremei ,regiunilor”) Dacd Il.i=1.2 suni populatii
multidimensionale normal distribuite de medie n, si matricea de variantd-covarianii
comund X, atunci cele mai bune regiuni de clasificare sunt date de:

g l '
Rx'E" (w—my)=—(m+my) 2wy —p) 2 Ine
P 1 '
R.:x'E" (m, _"2)_5("1 +1,) ' (p, —p;)<Inc
Daca probabilitatile a priorice g, si g, sunt cunoscute. atunci ¢ este dat de

Observatie. Cazul particular cand ¢, =¢. si C(12)=C(2[]1) =>c¢=1 §i Inc=0.
Daca notam cu L, =X ', prototipul populatiei I1, atunci suprafaia de separare a
celor doud regiuni este hiperplanul
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(L, —Lz)'[x—%(L, +L2)] =0

1ar clasificatorul obtinut este un clasificator cu distantd minima.
Daca probabilitatile a priorice nu sunt cunoscute atunci C =Incva [i ales astfel incét
costurile misclasarii si fie egale. Mai riguros:

Teorema 3.2-3_(a egalitalii costurilor misclasarii): Dacd I, ~ N(y.Z).i=12

regiunile Bayes sunt date de relatiile din corolarul Corolar 3.2-2 cu C =Inc ales astfel
Incat

C+—1—a C--a
c(2)1-o| —2—||=c(12)®|1-| —2—

V2

unde C(i|j) sunt cele doud costuri ale misclasarii, a=(p, —p,) " (b, —p,) este

distanta Mahalanobis dintre cele doud populatii. iar ®(x) este functia de repartitie a

IZ

e? dt).

variabilei aleatoare Gauss-Laplace (adica (D(x) = Ju

1
> J2r
Demonstratie:

. , 1 '
Fie / =X'E I(l"l _"2)_5("1 +ll3) )2 ]("1 _pz)

Regiunile Baves sunt, conform Corolar 3.2-2
R:Uz2C s R,:U<C,

1ar costurile misclasari sunt
@), FUIX en)du=C(20)[ £ (1)di
pentru U/ conslru;l pe baza unei observatii X e[1,
§i
('(||2)jm SUIX eN)du=C(12) [ £y (1)ar
pentru U construit pe baza unei observatu X eIl,.
Solutia minimax de alegere a lu C impune ca

@M Ao (Da=C2)[” £y (1)dr.
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Pentru a finaliza demonstratia mai raméne de evaluat distnbutiile conditionate ale
luiU f(U|X el)).

Fie Xell, =X~ N(p,,Z) atunci

. 1 -
U=X'L l("] ‘":)—E("I +"z) p> l("l _"2)
este distribuita normal (cdci combinatii liniare de normale este tot 0 normald), de medie
f 1 ' 1 '
MUT=w 2" (i —p) o (i +1) 7 (1) = S0 - 1) 70 )
si dispersie
D*(U)=D[X'E" (m-n,)]

=(m ) Z'D*[X]Z (- my)

= (-1 Z'EE (1 - py)

=(m-1) T (- my)
Notand ..distanta”™ dintre cele doud populatii cu a, => U ~ N (% a,aj.
Daci X ~ N(p,.Z) atunci U ~ N(—%a,aj.

In concluzie

i) 7 Yola) /
l 2y 2 /" . l 2 2 }
)= —— ‘o )= a
.fl.l/ ( ) \/% € $1 fzu( ) \/% e
Cu aceslea egalitatea costurilor misclasificarii se scrie
(1 \z [ \iz
L,, 701 : 1--u i
c 1 R © 1 [
(21 e 4 dt=C(1]2 - e 7 dt
( | )I‘”\/27ra ( | )L N 27a

I——-a
in membrul sting al egalitatii se face transformarea z = \/25 , lar in membrul

1
I+—-a
2
V2

. . .. . . 1
Cu jacobianul transformarii (acelasi pentru ambele transformari) egal cu T se
a

drept al egalitatii se face transformarea z =

obtine in final
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C——ﬂ

2||)E

ezdz

e a] dz 1|2)J:_

1

si tinand cont c3 f N e T dy =1-®(x) se obtine egalitatea din enuntul teoremei.

Observatii
a) Reprezentarea grafica a problemei este dati in graficul

e

X
\

e e m e s e A em s i i s s e e

Figura 3.2-1 7ona de misclasare in cazul a doua populalii normale unidimensionale

Zona hasurata este zona de misclasare.
Si notim ci cele doui conditii pentru ca procedura de clasificare sa fie minimali

si completd, anume P(R(x):0|l'lz):0 si P(Pz(x):Olﬂl):O cat si

[Pzg; k|n,J=o si P[gg; =klﬂzJ=0 sunt indeplinite.

b) Daca C(112)=C(2]1) atunci egalitatea probabilititilor dc misclasare implica

C =0 si deci probabilitatea misclasanii este | e 2dy=1-®| —|.
p; N27 2

¢) Determinarea lui C care satisface cu o precizie suficienta conditia din enuntul
teoremei se afld rezolvind numeric, pe baza tabelclor cxistente, ecuatia

A S B

d) in conditiile de definire a regiunilor (R, R,) apare termenul 8=X"'(p, —p,).

Este interesant de notat cd x'8 este functie liniara care maximizeaza
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[M(x'd]X el )-M(xd[X e,)]
D*(x'd)
(nu importd de unde ,,vine” x cici cele doud populatii au aceeagi matrice de
varian{a-covarianta X ).
Acesta este demersul folosit de Fisher pentru obtinerea functiei de discriminare
liniara ce-i poartd numele.

Numiritorul catulut de mai sus este

[ma- nz'dT = d’[(ul -1, )(m - uz)'}'
1ar numitorul este
d'M[(X ~M(X))(X -M(x))'Jd —d'Ed.
Problema s-a redus la urmétoarea problema de optimizare patratica cu restrictii

d'[(pl _"z)(ul - "2)’j|d
max
d: BF d'xd
d'Xd=1

care se rezolva folosind tehnica multiplicatorilor lm1 Lagrange.
Fie deci lagrangeanul

L= d’[(pI -, )’}d —-A(d’Ed-1) cu A multiplicatorul lui Lagrange .

D ' i
;f 0= 2[("1 _ "2)(p] -n) ]d =2AXEd céaci X esle simetrica.

Cum (p, —p, )’ d = s este un scalar, ecualia de mai sus se rescrie
A 5o
B-n =:Ed :>d:72“ ]("1 _pz)
cict X este poztiv delinita, deci inversabila.

. ) .8 .. - .
d este proportional cu & . Pentru determinarea lui — se utilizeaza X -normarea lui d,
(3

adica

sY ' s 1
d’Zd =1 3f_] (m-m)Z'E(p-p)=l=> o= ——
) ® )= 1= 2 s
Asadar x'd este funcfia liniara care are cea mai mare dispersie intre clase (dispersia
interclase) relativ la dispersia in clase (dispersia intraclase).
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Atunci cdnd populatiile sunt cunoscute, cnteriul folosit este optim din punct de
vedere al minimizani eroni de clasare; cind probabilitafile a priori nu sunt cunoscute
procedura genereazi o clasa de procedun admisibile. Ce se poate spune despre cazul
estimafiilor?

3.2.2 3 Clasificarea Bayes in cazul a doud populatii normale
multidimensionale cu parametrii necunoscuti

e Estimatori de resubstitutie (plug-in)

Fie xfi),...,xij) € N(n,,X), i =1,2 doui selectii bernoulliene.

Se cunosc rezultatele urmatoare

-=—Zx i=12

l.’l

(m +n,-2)S= ZZ( ')—x,)( ;,-)'

i=l j=1
sunt esimaton nedeplasati, de verosimilitate maxima, ai lui p,i=12 g1 .
Fie
Z,=X- %(;(1) +;(2))

Vaexs (10355 s (10 5)

=[x_%(;“’+;‘2’)] s*(x"-x7)-2.57v,

Din constructie

Y. ~Np" —u(:’,[i+lJE
noon
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Daca N, =N, atunci cov(Z.Y)=0. in acest caz distributia lui ¥ cind X eI, este
aceeasi cu a lui ¥ cand XeTl,. Atunci, daca R ={xe X/V'(x)=0}, probabilitatile de
misclasare sunt egale.

Asimplolic, cum

P P “
;(]) - p('); ;(2) - p(“' $1

. 2

S - X

-y
rezulta

— —(2 14 ; )
S"l(x“) _3 )) 5 1("(1) _p(h))
nl.ni—-mo
— (2 ! — —(2) P ! ; -
(x(1)+;( )) S_l(x“)—x( ») -’ (pm+p(2)) Z"(u(')—p(‘))
n,_nzwm

adica distributia asimptotica a lui Veste U,,.

Concluzie: Pentru selectil suficient de mari folosirea estimatilor in locul valonlor
exacte implica erori micl.

Urméandu-l pe Anderson (1958) vom substitui parametrm estimati in relatille de
definitie ale regiunilor de decizie objinand

R WY T =
R :x'S ’(x] —xz)—E(xn +x:) S '(xx —Xz)Zlnk
Qs 3 Li- = Neifz T
R, x'S (x1 "XZ)—E(XI +x:) S (x| —x:)<lnk
Anderson argumenteazd in favoarea acestul criteriu cd minimizeaza costurile
misclasarii daca parametrii populatiior sunt cunosculi §i continud _it seems intuitively
reasonable that the above relations should give good results™
Daca se doresle clasificarea selectilor reunite ca un tot atunci se utilizeaza urmatorii
estimatori, respecliv criteriu
n= n + n.

N
x:—le
ns

cu
x,ell/ell,.
(n, +n +n—3)§=S+Zn:(x_l —;)(xj ~;)'
7 '
respectiv
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R [;—%(;l +;2)JS_](;1 —;2)26‘.
Se poate ardta cd N — o = P(1]2),P(2]1) >0

Regisirea rezultatului din Teorema 3.2-1,
a) Cazul k=2 (douid clase). Particularizind regiunile de decizie de mai sus se
obtine
R ={xe X|qP(x)<qP, (=)}

:{xe/l’lmzq—z}

Punind P, = p,. ¢, =q,5i n" si ¥ estimati rezulta
R ={xeA|V,20}si R,=AX-R,.

- -
x

Cand p=1 atunci ¥,,(x)=0=>x= .suprafata” de decizie este un punct;

p =2 atunci ¥,,(x)=0= _suprafata” de decizie este o dreapti,
p=3 atunci ¥,(x)=0= suprafala de decizie este un plan;
p >4 atunci ¥,,(x)=0= suprafata de decizie este un hiperplan.
b) Cazul k=3 (trei clase). Particulanzand, se obtin urmitoarele regiumi de decizie:
R :{XEX|‘]2P2+‘13P35‘11P1 +‘13P3>}={x€/',|£2q_2’ﬁ2q_3}’
9.0 +q,P, < qF +q,P, P, q P q

R::{xef‘q(hﬂ +q;,P < qF, +‘]2P2-}:{x€/r|£2& ﬁzi}’
q P+ 9P, <q.P +q,P,

>

Poa B q
Raz{xe/"|%})1+‘hp25‘71”1+‘I3P3v}:{xe/‘,|£2q_z’ﬁzﬂ}
QR+ <q.P + P P g P g
sipunand P =p,, q =¢,=¢q; §i p si T estimati rezulta
R ={xeXV,>0,>0}
Ro={xe X|Vy >0V >0}={xe X |V, <0};>V,}
cac ¥V, =V, siVy=V,;-V, s
Ri={xe X |V, >00;, >0} ={xe X'V, <0}, >1,}.

(2

Daca p=1 (o singura caracteristica) si presupundnd x’ <x <x' atunci regiunile

de decizae devin semidrepte si segment de dreaptd, adica:
- =2
R :xeRcuxc X
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70, 3@ 2,7
R,:xeR cu T X <xs< ,
2 2
2 45
R,:xe®R cu T<x.

Cand p=2 regiunile de decizie devin semiplane (vezi Figura 3.2-2).

Figura 3.2-2 Exemplu de regiuni de decizie in cazul normalei bidimensionale

o Estimatori de verosimilititii maxime
Fie ipoteza compoziti

H,: x,xf'),...,xf,:) e N(p,E)

xfz),...,xi) € N(pz,Z)
H,:x",. . xVeN(p,E)

xx x(,,f) e N(p,.X)

In ipoteza H,, estimatorii de verosimilitate maxima sunt

ﬁfo) = (nl;u +)()/(nI +1)

A(o) —
B, =X2
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[_ o m ~(0) ) ~(0) '
L9 2
J=1
~(0) ~(0) ~(0))
R
n+n +1
2 ~(0) ~(0)\
et )
7=
Deoarece
! ~(0) ~©))
B 5

Jj=1

~(0

x—p

e

m
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Rezulta fl(o) = !

m

~(0)
X—H

[C+
n
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+

(xg')_;,)(xgﬂ_;,)'m(;.
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:Z( -x) () -x) +
](x_;.)(x_;,)']

~(0)

n,

),

n +1

-

A(o))(— 40))’
Xi—p

!

(x-3)(a-3)

Analog, sub H, estimatorn de verosimililate maxima sunt:

~(A)

=x

p,ﬂ =(n,;z+x)/(n:+l)

f‘.u)z ! [C+ de
n+n,+1 n,+1

Raportul de verosimilitate devine agadar

(x_;z)(x-;z)’J

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

143



Capitolul 3

1+ ;il(x—;z)’(f'(x—;z) "
mn

nl+1(x—;1)lC'(x—;x)

R, : x cu A>C (acele puncte x care maximizeazi pe A).

1+

e Estimare bayesiani

Natura discutiel din acest paragraf este conceptual foarte diferiti de abordarea
anterioard. Anterior am prezentat o metodologie pornind de la un punct de vedere
frecventist; am presupus o selectie aleatoare x,,.... x, dintr-o populatie avind densitatea

de probabilitate (functia de repartitie f(x;0)) cu xe€X si #c©. Parametrul
necunoscul @ este presupus fixat. O procedura de inferenta frecventistd depinde de

functia de verosimilitate L(6)= lif(x,.;e) unde @ este necunoscut dar fix.

in demersul bayesian experimentatorul presupune/crede inainte de a ,,vedea datele”
(a prion adicd) ca parametrul necunoscut @ este o variabila aleatoare avand o distributie

de probabilitate proprie pe © (spatiul parametrilor), notata /(8) si numita distributia a
priorica (prior distribution) alui €; f(x;6) devine in acest context f (x|6).

Distribufia & prioricd 4(6) reflectd adesea intuifia subiectiva a statisticianului
privitoare la ce valori ale lui @ sunt mai putin probabile cind se considera intreg spatiul
parametnlor © .

Distributia a prioricd este, in cazul ideal, datd/fixata inainte de finceperea
experimentului (a culegerii selectiei bernoulliene).

Paradigma bayesiana implicd combinarea informatiilor a priorice cu cele date de

functia de verosimilitate §i obtinerea a ceea ce este numit distributie a posteriori_, via
teorema Baves.

Ca fapt istoric este de retinut opozitia vehementa a lui R A Fisher la tot ce era
bavesian.

Se cunosc urmatoarele fapte

- distnbutia comund a lui x 51 & este data de

f(x10)h(6) (V)xeX 5i0e®
- distribufia marginala a lui x este atunci
m(x)=[_/(x16)h(6)d6
= distributia lui 4 conditionatd de evenimentul X =x este, conform teoremei lui
Bayes
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h(9|x)=h(0|X=x)=M@ xeX §i 0€0O cum(x)>0.
m(x)
Definitia 3.2-9 /(6|x) se numeste distributia a posteriori alui 6.
Definitia 3.2-10 Fie h(6)e® (= familie de distributii particulare). k() se

numeste distributia a prioricd conjugatd <> h(6|x)eD.

Propozitia 3.2-3 Dacd 8 ~ N(m.S) six ~ N(6.2) atunci h(6|x)este densitatea de
probabilitate a unei N(p,C) cu p=S(S+ 2‘,)'] x+E(S+X) ' m 5i C=X(S+ E)'l S.

Demonstratie. Dupa observarea lui x densitatea condifionata
h(6)f(x|@
O ey )
R
=Ch(8)f(x|6)

cu C factor ce depinde de x dar nu gi de 4.
Din 1potezele propozitiei rezulia

h(e|x):c,exp[ (O—m)'S'(O—m)}exp[—%(x—ﬂ)'z'(O—X)}

1
2
:c,exp{—%m'S'm—%(O'S'9—20’S'm)}x
1
xp| ——(0'L '6-20'S 'x+xT '
exp[ ] x)]
in final se obline
l1(0|x)=c:exp{—z[0 (Z'+8"')0-20"(Z'x +8 'm)]} ()

unde factorii care nu depind de © au [ost absorbi(i in ¢, si ¢,.

Deoarece paranteza dreaptd din exponentul egalitafi (1) este o forma pétratica,
rezulta ci densitatea de probabilitate #(6|x) este o densitate a unei variabile aleatoare

normale. Pentru a determina parametrii acestei legi scriem pe #(6|x) sub forma

h(6ix)=c, exp[—%(ﬂ - p)' Cc'(0- p)} =c, exp[— %(B'C'B - 20C"p)] )

Comparand (1) cu (2) se obtine
C'=X'+S"'siC'u=X'x+S 'm=>p=CE'x+CS'm.
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Se observa ci, daca C' =X +S" atunci C=X(S+Z)'S=S(S+X)' L.
intr-adevar
c'=[z(s+z)'s| =s'[£(s+2)']
=§'(S+xZ)r'=x' +§'
= C'l
c'=[s(s+z)'z] =z'[s(s+z)']
=L'(S+X)s'=x"+§"

= C']
inlocuind in expresia lui p rezulta formula din enunt.
u]

Corolar 3.2-3 Daci 6~ N (r,a(f);i x~N (0,0,2) atunci densitatea a posteriori a

-1 I, -
, ‘o 1
lui @ este N(/J,o") cu y:[ al 12](L+L2) si JZZ%Z(LPL_ZJ

Gl ao o,

Definitia 3.2-11 Fie X variabila aleatoare : Q — R cu densitatea de probabilitate
7(x:8) depinzand de 6. O functie 7: Q— R se numesle siatisticd suficientd pentru
6 o

S(xIT(x)=1.0)=f(xIT(x)=t) (V)1eT cR,
densitatea de probabilitate conditionata a lui X este independenti de €.

Fie X =(x,.....x,) o selectie bemnoulliana asupra unei variabile aleatoare ce depinde
de un parameiru 6.

Fie 6 =3(7') un estimator a lui @ si fie functia de pierdere ce se obtine estimand pe
@ prin 5(7'):

1:(6.6)=1(8.5(r))=[s(T)-6T
Riscul functional este atunci
R(6.6)=M(1:(0.6)]=[ 1(6.5(1)) s (116)
Definitia 3.2-12 Se numeste risc bayesian
r(6.6)= [ R (6.5)h(6)d6.

Definitia 3.2-13 Se numeste estimator bayesian

146

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Meltode explicative uzuale

r'(9,5') :i‘snf r (6’,5 ) , 0" € B (clasa estimatorilor pentru care riscul bayesian
€8

este finit).

Teorema 3.2-4 In cazul functiei de pierdere ., suma pdtratelor erorilor”, estimatorul
bayesian &" = 5" (1) este media distributiei a posteriori h(6|1) adicd

5" (1)=[ on(61r) d0 = M[OIT (x)=1]

pentru toate valorile posibile observate t € T .

Demonstratie Pentru a determina pe &° (t) trebuie minimizat
"(0.5)=]_| £(6,5(:))f(116)h(6)drde
=f U (6. 5(: )/ (611)d6 |m(1)as

1
| h(6)1(116)d0
sunt nenegativi)
[.L(6.6(1))f(611)do= | [6°-265(1)+ 8 (1) ]/ (8l)do
=a(t)-28(1)M[O|T(x)=1]+5%(1)
unde s-a notat cu a(r)= I@&zf(ml)d& si s-a folosit egalitatea L)f(Bh)dG =1.
Consideram expresia a(t)-25(t)M[ 0|1 (x)=1]+ 6% (1) ca o funclie de 5 =5(r)

pe care dorim sa o minimizadm. Minimul este atins (cici expresia ca funcfie de & este o
paraboli cu coeficientul lui §° pozitiv)

= %(a(l)—25M[9|t]+52)= 0=>6" =M[9|T(x)_—_ ,]_

unde m(t)=

(conform teoremei Fubin si a faptului ci integranzii

a
Corolar 3.2-4 Fie x,,...,x, variabile aleatoare independente si identic repartizate
2 _ _ . 1 &
N (9,0,‘) cu @ necunoscut si o, >0 dat. Considerdm statistica T = -Zx, care este
noo
suficientd pentru @. Se presupune cd distributia a priori a lui 6 pe spatiul © = R este
N (r,ag) cu v §i 0,>0€R gidati. Distributia a posteriori a lui @ conditionatd de

observatiile x,,..., x, este, conform propozitiei anterioare N ( y,az)cu
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2 2
no, O
- 2 : 2T(x)+ 2| il
no; + no, no, +o,
2 _ 03612
-2 2
nol+o;

Observatie Si observim cd u este o combinatie convexd intre x ( =T(x)) si
7 deci se afla intre aceste valon.
Daca o,, dispersia mediei necunoscute ¢, este mai mare ca o,, atunci g~ x. In

acest caz cunoaglerea mediei 4 priorice 7 este de importantd redusa. Daca, dimpotrniva
o, =0 atunci g =7 indiferent de observatiile efectuate.

-

oy < L . - .
Raportul a = —% maisoara increderea a priori ca 7 este o estimare corecta a mediel.
00

Dacéd a <o atunci limz =limx.

LS el n-»w

In concluzie, daca dispersia inifiala este mica, media estimatd tinde sd rimana in
apropierea mediei inifiale 7 chiar dacd media empiricd x diferd considerabil de
aceasta. Daca raportul a este mic, atunci media si dispersia a prion au doar o influenta
redusad asupra estimarii parametrilor care sunt determinafi aproape exclusiv din datele
empirice.

In lumina teoremei de mai sus estimatorul Bayes a mediei unei variabile aleatoare
N(y,o:) este. dacd 7'(x) =1

1
5(1)=6y = —’1_.—[+L2T L,+ L
o g, o, oy

Analog pentru cazul multidimensional
1 ]
911=S[S+-—1—2) t+lE(S+lZJ m

n n n

Fie x = (x,_.._,x,,) o selectie bemoulliana din populatiile I1, s1 I1,.

Daca X eI, atunci densitatea de probabilitate este f,(x|6), 6 €6, si densitatea a
priorica este lz,(b’), i=1.2. Dandu-se probabilitatile a priorice ale populatiillor
{T1,.11,}. fie acestea g,,i =1.n, teorema Bayes calculeaza probabilitatile a posteriori

m, (x)q,
m, (x)g, +m,(x)q,

PN, |x)= i=12
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unde m,(x):Ie f,(x]0)h,(6)d6 este densitatea de probabilitate marginala a lui x

conditionat de faptul ci provine din IT,.
Este evident ca o procedura bayesiana de discniminare este
PN
( IIX) :Bl2(x)ﬁ21;
P(nzlx) 4>

- xell, incaz contrar,

- xell, dacda

unde B,,(x)=m (x)/m,(x) este cunoscut ca factorul Bayes al populatiei 11, versus
I1

2

3.3SEGMENTARE

Metodele de segmentare urmaresc sa rezolve problemele de discriminare §1 de regresie
impartind progresiv esantionul intr-un arbore de decizie binard.

Pionien in acest domeniu sunt considerati a fi Sonquist&Morgan (1964) si
Morgan&Messenger (1973) cu metoda AID (Automatic Interaction Detection). Au
urmat numeroase contrnibutii dar lucrarile lui Breiman et al. (1984) cu metoda CART
(Classification and Regression Tree) au imbogitit domeniul §i au resuscitat interesul
pentru segmentare.

Proprietatile metodei de segmentare pot fi sintetizate astfel:

e avantajele metodei:

- lizibilitatea regulilor de afectare, interpretarea rezultatelor fiind directd si
inturtiva;

- tehnica esle neparametrica §i impune pufine restrictii asupra variabilelor. Se
pot utiliza concomitent ca variabile explicative, varniabile continue, ordinale
si nominale fara un codaj prealabil. in plus metoda ofera din oficiu selectia
variabilelor tindnd cont de eventualele interactii;

- tehnica este robusta fata de valorle eronate sau fatd de valorile aberante si
gestioneaza valorile lipsa atit la construcha arborelui §i la estimarea eroni
sale de misclasare cit si in cazul unui nou subiect;

- metoda foloseste acelasi principiu, tehnici, algontm atét pentru a analiza o
variabild discreta (analiza discriminantd) cit si una continua (analiza de
regresie).

e dezavantajele metodei:

- regulile de afectare, pot aparea uneor “aberante” §i prea sensibile la
perturbatii usoare ale datelor ;
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- lipsa uner funcin de afectare globala (ce utilizeaza toate variabilele) ce
priveaza utilizatorul de o reprezentare geometrica.

33.1 FORMULAREA PROBLEMEI, PRINCIPIU $I VOCABULAR
Ne pozitionam in cadrul analizei discriminante (o vanabild “pnivilegiata” y discretd —
cu k modalitati- este “explicatd” de vanabilele x,,....x , ).

Metoda de segmentare consta in a calcula mai intdi variabile x, care explica cel mai
bine variabila y. Aceasta vanabild defineste o pnma impartire a esantionului in doua
submultimi, numite segmente. Se reitereaza procedeul in interiorul fiecarui segment
cdulandu-se a doua cea mai buni variabila si aga mai departe.

Se construieste astfel un arbore de decizie binarad prin impartirea succesiva a
esantionului in cdte doud submultimi. Distingem astfel :

- segmentele intermediare sau nodurile din care pomesc cite 2 segmente

descendente;

- segmentele terminale care nu mai sunt imparlite:

- ramurile unui segment care contine toate segmentele descendente din ¢, fard ¢ ;

- arborele binar complet notat A_,_

- unsub-arbore A obtinutdin A_, . prin elagarea uneia sau mai multor ramuri.

O sepmente  intermediare
[J: segmente  terminale

Figura 3.3-1 Arbore de decizie binard

3.3.1.1 Constructia arborelui de decizie binard

Ideea de baza consta in efectuarea diviziunii unul nod astlel incat cele doud segmente
descendente si fie mai omogene decit nodul pannte iar ele sa {ie cal mai difente intre
ele fata de variabila y.

Asadar fazele de construire ale arborelui sunt :
a) stabilirea pentru fiecare nod a multimii diviziunilor admisibile;
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b) definirea unui criteriu de seleclionare “a celer mai bune” diviziunt a unui nod,
c) definirea unei reguli care si permitd declararea unui nod ca terminal sau
intermediar;

d) afectarea fiecirui nod terminal unei clase;

e) estimarea riscului de misclasare.

Variabilele explicative pot fi de nalura oarecare; si le consideram pentru moment
variabile continue.

1) La inceput existd un singur segmeni confinand toli indivizii;

2) Sunt examinate secvential toale variabilele explicative. Pentru o variabila daia x,

sunt trecute in revisia toate diviziunile posibille x; <a, cu a o valoare oarecare din
suportul lui x . Fiecare diviziune imparte esantionul in segmente descendente:
segmentul din stinga 7, contine indivizii ce verificd condifia x; <, iar segmentul din
dreapta 1, contine indivizii ce verificd conditia x, >a. Din toate diviziunile d7

admisibile (se numeste diviziune admisibila o diviziune posibild cu segmentele
descendente nevide ale lui x ., unde m reprezintd a m-diviziune (sau a m valoare

ordonala a variabilei x, din esantion), procedura selecfioneazd “pe cea mai buna”,

notatd d’, in sensul unui criteriu ce urmeaz a fi precizat.

x.
}
1 ——1 dT = diviziunea m
valori -
ordonate |g f
ale lui
X -
) ¢ \ dj' = "cea mai buni"
‘ L_[\ diviziune

Figura 3.3-2 Diviziuni posibile pentru variabila X,

Se obtine astfel, pentru fiecare din cele p vanabile, diviziunea optima “locala™ si se
va retine, in [inal, din cele p diviziuni, pe cea notata cu d  care va furniza cele doua
segmente “cele mai caracteristice” vis-a-vis de v .

151

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 3

pos

_,_.d;=‘ "cea mai buni "
. diviziune pentru X

N d*= "ceamai bun3”
¢ diviziune globali

Figura 3.3-3 Cea mai buna diviziune pentru toate variabilele

3) Se aplica iterativ pasul 2 fiecirui segment descendent obtinut.

4) Procedeul se opreste cand toate segmentele sunt declarate terminale:

- fie ¢d nu mai necesita vreo diviziune;

- fie pentru ci “talia lor” (numarul de indivizi afectati nodului) este inferior unui
efectiv fixat (in practica acesta se alege intre 1 §1 5).

Afectarea unui individ nou se face prin “coborarea” lui pe ramurile arborelui.

Daca printre variabilele explicative se numéra si vanabile discrete atunci diviziunile

ibile pot fi:

- una singura, daca variabila explicativa x este binard. In aceasta situatie
segmentul 7, va contine toate observatiile pentru care x, =1, iar segmentul. s,
toate observatiile pentru care x; =2 (am presupus cé valorile luate de varabila
binari sunt 1 1 2);

- k-1, daca variabila explicativa x; are k modalitafi ordonate (1,2,...,k, cu
k >2). intr-adevar, prima diviziune va dirija toate observatiile pentru care
x;=1 spre segmentul ¢, si toate observatiile pentru care x, €{2,3,....k} spre
segmentul 7, . A doua diviziune va dinja toate observatiile pentru care x, € {1,2}
spre segmentul 1, si toate observatiile pentru care x, € {3,....k} spre segmentul
t;. A k-1 diviziune va dirija toate observatiile pentru care x, € {1,2,....k — 1}
spre segmentul ¢, §1 toate observatiile pentru care x, = k spre segmentul ¢, .

- 24" -1, daca variabila explicativa x; are k modalitati neordonate.

Pentru selectarea celei mai bune diviziuni a unui nod se pot utiliza mai multe

cnterii; Breiman et al. (1984) recomandi utilizarea cnteriilor bazate pe nofiunea de
nmpuntate.
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Impuritatea unui segment (nod) a, notatid i(a), este o funclie nenegativd de

P[1/a)....,P[k/a] (probabilitatea condifionata de apartenenta la un grup G,,r=1%, a
multimii observafitlor din nodul a) care verifica conditiile urmétoare:

i) i(a) este maxima pentru P[l/a]:%, (V)r= Lk (impuritatea unui nod a e
maximala cand, pentru acest nod, probabilitéitile de apartenenti la diferite grupe
sunt egale intre ele:

i) i(a) este nula pentru P[r/a]=1 si Pl[s/a]=0, (V)s=r si rs=Lk
(impuritatea este nuld daca nodul contine observatii apartindnd unui singur
grup); o

iii) i(a) este o lunctie simetrica de probabilitati P[r/a], r=1k.

Functiile de impuritate cele mai folosite sunt :

((@)=-3Plr/alin(Plrfa)
si

i(a)=Y_P|r/a]P[s/a].

Prima functie e derivata din notiunea de informatie sau de enfropie Shannon: a doua,
numitd indicile de diversitate Gini, a fost propusd de Goodman & Kruskal (1954).
Fie o diviziune d care imparte nodul a in ¢, s 1, cu probabilititile

r(t) P(,) S

Pl 5 Pla)

Se defineste Ai(d.a)=i(a)- p,i(1,)- p,i(t,) reducerea impuritatii nodului a
datorat diviziunii d .

. respectiv p, =

Lema 33-1 Orice diviziune d a unui nod a duce la o reducere pozitivi sau nuld a
impuritdtii, adicd:
Ai(d,a)=0,
egalitatea fiind obtinuia < P(r/t)= P(r/t,)= P(r/a). (V)r=1k.

Demonstratie.
pi(t)+ pi(t)= p. r(PIV1)....P[k/1 )+ pa S (P[V1, ). P K/t ]) <
Sf(psP[]/’s]"'de[I/’d]a"-rpsP[k/’s]+de[k/’d])
(1
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cici i(a) este strict concava.
Pe de alta parte
p.Pr/t.)+ p,P[r/t,]=P[r/a] (V)r=1k

deci
T(pPY )+ pPY1,)....p PLK/L ]+ pPR[1,]) = /(P[Val.....P[k/a])=i(a)
(2).
Asadar, din (1) si (2)
Ai(d,a)=0
(3) B
Daci in (2) P[r/t1,]=P[r/t,]. (V)r=12 atunci (1) devine egalitate si deci si (3)
devine egalitate.
o
Cele doua functi de impuniate de mai sus sunt strict concave, deci criteriile de
diviziune bazate pe cele doud functii conduc intotdeauna la reducerea poztivd a
impuritatii.
Cea mai buna diviziune d; este aceea pentru care reducerea impuritatii este
maxima, adici:
d, = argTaxAi (dj”',l)

unde d; este multimea diviziunilor admisibile ale variabilei x; .

Pe multimea p a vanabilelor, diviziunea nodului ¢ este efectuatd cu ajutorul
vanabilei care asigurd
d” = max {d}}
1<j<p

3.3.1.2 Reguli de afectare

La fiecare etapa de construire a lui 4, este posibil sd afectim toate nodurile terminale

a ale arborelui curent 4 uneia din cele £ grupe.
Fiecarei eron de clasare i se asociaza un pre{ y(s/r), (s=1...k; r=1...k)de

b

misclasare. Costul misclasarii este atunci »_y(s/r)p(r/a) si nodul va fi asignat acelei

r

clase pentru care
s = argrr:inZy(s/r)p(r/a) .
I<s< y
Daca minimul este atins pentru cel putin doua clase atunci nodul este afectat arbitrar
uneia din clase.
Urmitoarea proprietate este foarte utila in practica:
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Lema 3.3-2 Dacid y(s/r)=1, (V)s=r §i y(s/s)=0, (V)s atunci nodul va fi
asignat clasei cu cei mai multi reprezentanti in el.

Demonstratie. Intr-adevar, fie s, acea clasi. Si observam ca
n

plria)=—
(rfa)=7

cu n, - numérul de indivizi din clasa r aflati in nodul a ;

rn_ - numirul de indivizi din nodul a.

q

Conform ipotezei

k A ;

J=1
2 <yn L
r=1 r=1 j * SO
rzsy rej

adica un sistem de & —1 inegalitati cu acelagi membru stang.
Reducand termenii asemenea se obtin & —1 inegalititi de forma

r=1k

r#s,

n <n

So

adica n, este maximal.

O
Costul misc lasarii unei observatii apartinand nodului a, notat c(a), este egal deci

c(a)= mjnZy(s/r)p(r/a) .
Costul misclasérii datoratd nodului a, notat C (a) , este egal cu
¢ (a)=c(a) pla)
unde p(a) probabilitatea nodului a.

Riscul erorii de afectare datorat arborelui A sau rata erorii aparente de clasare
datorata arborelui A4, notald TEA (1aux derreur apparent) este

TEA(4)=Y.C(a)=% - Y7(s/r)p(r/a),

acA s acd(s) r
D) RIUALE » AL

cu A - multimea nodurilor terminale ale lui A4 ;
,Zl(s) - multimea nodurilor terminale ale lui A4 asignate clasei s :

7, - probabilitatea a priori ca un nod sa provind din clasa 7 ;
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Capitolul 3

n_ - numarul de indivizi din clasa r clasafi in clasa s (s #r).

332 ELAGAREA ARBORELUI MAXIMAL
O ramura A° a arborelui 4_, , avind ca radacina nodul intermediar a este constituitd
din toti descendentii lui a. FElagarea ramurii A° din arborele A, inseamni
indepartarea din 4,, a tuturor descendentilor lui a exceplie el insusi. Se noteazi cu
A —A° arborele astfel obtinut. Dacd arborele A este obtinut din 4__ prin elagan
succesive atunci A este un subarborealu 4, .

Prin .cel mai bun™ subarbore se inielege acel arbore care contine minimul de
segmente terminale cu 7E4 minima §i funizand o estimatie corecta a eroni teoretice de
clasare.

Metoda propusa de Breiman et al. pentru obtinerea celui mai bun subarbore se
bazeaza pe utilizarea unui esantion-test i prezinta un dublu avantaj :

- determina “cel mai bun” subarbore fard sa utilizeze teste statistice pentru

definirea unei reguli de oprire a diviziunii ;

- determini o estimatie precisi a eroni teoretice de clasare.

3.3.2.1 Procedura de selectie a subarborelui optimal
Se imparte esantionul de baza in doua parli —un esantion de invitare (de exemplu 2/3
din esantionul de baza) s1 un esantion de testare (restul de 1/3 din esantionul de baza).

Pomind de la esantionul de invétare se construieste arborele A4, .

Operatia de elagare a arborelui 4_, consld in construirea unui §ir optimal de
subarbori inclusi {4,,.....4,....,4} cu 4, = A, . A, este subarborele cu h segmente
terminale, iar 4, este esantionul total. Fiecare subarbore A4, din acest sir este optimal in
sensul ca eroarea aparentd (EA) a subarborelui este mimmala printre toti subarboni
avand acelasi numar de segmente terminale, adica

FEA(A,)= g:@s?m(A)
cu S, = {subarborii lui 4

max

cu h segmente terminale}.

Se selecteazi din sirul de arbori optimali subarborele A  care prezintd eroarea
teoretica (7) mimima, adica
ET(A)=min ET(4,).

1<h<H
Eroarea teorelica se estimeaza dupa formula

FT(4)- XA

1eA
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Metode explicative uzuale

~

s A, " . . - 5 .
cu R =-x5’, unde 7 este volumul esantionului test, 7, este numarul de indivizi din
n

esantionul test apar{inind segmentului ¢, iar 57 este dispersia de selectie a variabilei y

in interiorul segmentului 7, adica
mrd(l)

3:12 :.i Z (yi_i’)z’
n, ia

unde y, este media de selectie in interiorul segmentului ¢ .

3.3.2 2 Diviziuni echi-reductive §i echi-divizante

Cea mai buni diviziune d~ a unui nod este cea care asiguri cea mai mare reducere a
dispersiel reziduale sau a impuntati prin trecerea de la acel nod la segmentele
descendente. Aceasta definitie este foarte strictd, putand exista diviziuni aproximativ la
fel de bune dar foarte importante la nivelul interpretani. Se pot defini astfel alte doua
tipuri de diviziuni:

- diviziunile echi-reductive care asigurd dupa diviziunea d  cele mai mari reduceri
ale impuritati sau cele mai mici dispersii reziduale. Ele permit alegerea “celei
mai bune” vanabile explicative;

- diviziunile echi-divizante care fumizeaza repartizarile cele mai apropiate de cea
mai buni diviziune d". Ele permit clasarea indivizilor cu valori lips3 tocmai la
vanabila(lele) ce defineste(sc) diviziunea.

Diviziunile echi-reductive se obtin inlocuind variabila x  ce da diviziunea optima

d’ cu variabila x, (x, # x') ce da diviziunea d, cu reducerea impuritifii cea mai bund

dupia d": este, in alti termeni, a doua cea mai buni diviziune a nodului . Prin extensie
se poate defini a 3-a, a4-a..., diviziune echi-reductiva.

Diviziunile echi-divizante (numite uneon supleante) permit clasarea unui individ
nou ce are ca data lipsa tocmai masuritoarea ce defineste diviziunea. In acest caz se
cauta variabila care inlocuteste cel mai bine variabila care divizeazi nodul in sensul
asigurarii unei separari a indivizilor cit mai apropiale de separarea realizata de d .
Analog se poate defini a 2-a, a 3-a,..., diviziune echi-divizanta.
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